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1. NUmeros reales

1.1. Introduccion

Los nimeros reales se emplean en todas las ramas de la Matematica y en el estudio de las
Ciencias, por esta razon es importante estar familiarizados con los simbolos que los representan
y manejar con fluidez las operaciones entre ellos y sus propiedades. En la pagina 56 se encuentra
el Anexo, donde se ha incluido una tabla con simbolos matematicos que podria ser de utilidad
para facilitar la lectura.

Los distintos tipos de numeros reales surgieron para cumplir con necesidades especificas
referidas a actividades comerciales, de construccion, entre muchas otras.

Empezamos con los nimeros naturales que surgen del proceso natural de contar y enumerar
objetos.

NuUmeros naturales
Los nimeros naturales son

El conjunto de todos los nimeros naturales se denota mediante el simbolo N y se cumple que:
- Tiene un primer elemento, el 1.
- No tiene ultimo elemento.
- Todo numero natural n tiene su sucesor o siguiente n + 1.

- Lasumay el producto de nimeros naturales da como resultado un nimero natural.

NUmeros enteros

Los nimeros enteros son los nimeros naturales, sus correspondientes negativos (opuestos) y el
cero

El conjunto de todos los niumeros enteros se denota mediante el simbolo Z y se cumple que:
- No tiene primer ni ultimo elemento.
- Cada nmero tiene un antecesor y un sucesor.

- La suma, resta y multiplicacién de nimeros enteros da como resultado un ndmero
entero.

NuUmeros racionales

Los nameros racionales son aquellos que resultan de la razon o cociente entre dos nimeros
enteros con la condicion que el denominador sea distinto de cero. En simbolos, un nimero
racional se expresa como
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Si p y q son positivos, g indica el nimero de partes en que se partio la unidad y p el nimero
de esos pedazos que se estan tomando.

Algunos numeros racionales, también llamados nimeros fraccionarios son,

El denominador siempre es distinto de cero. Una division entre cero se excluye. Las
- 2 0 . ..
V4 expresiones como ~ y — no estan definidas.

Al analizar el cociente que resulta de efectuar la division entre el numerador y el
denominador se tiene que: todo nimero racional admite una representacion decimal

finita como% = 0.5 o infinita periédica como i = 0.363636 ... = 0.36 0 cCOMO 1—72 =

0.58333333 = 0.583. El arco sobre el 36 0 sobre 3 indica un bloque de digitos que se repite
Ilamado periodo.

Ejemplos
-3 2 1 13 R 10 5§
?=—0.6 Z=E=0-5 ?=2.1666...=2.16 7=I=5
Sois - ~=0.3 2 2666..=2.6
2 10 5

El conjunto de los nimeros racionales se denota con Q y se cumple que:
- No tiene primer ni ultimo elemento.

- La suma, resta y multiplicacion de nameros racionales da como resultado un ndmero
racional.

- Entre dos nimeros racionales distintos siempre hay otro nimero racional, por eso se
dice que Q es un conjunto denso.

Como consecuencia de esto, no puede hablarse de nimeros racionales consecutivos.

Por ejemplo, entre 130 y 1 podemos ubicar el g ya que 130 < % < 1;yentre 3999 y 4 se

encuentra 3.9999 ya que 3.999 < 3.9999 < 4. De esta afirmacion se deduce que entre dos
nameros racionales hay infinitos nimeros racionales.

Porcentaje

Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentajes; por ejemplo, 8%
. . 8 . . . .
quiere decir 55 0 0.08. En general b% significa “b partes de 100" y es simplemente otra forma

de escribir 1%. Por ejemplo, 42% significa %, entonces, 42% = 0.42.

Una forma sencilla de convertir un nimero decimal en porcentaje es multiplicar el decimal por
1 escrito en forma de 100%.
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Ejemplo

El nimero decimal 0.35 puede escribirse en forma porcentual de la siguiente manera:
0.35=10.35%x1=0.35%x100% = 35%

El porcentaje siempre se relaciona con otra cantidad para calcular la proporcion de una cosa en
relaciéon a otra. Es importante especificar la cantidad de referencia cuando se menciona un
porcentaje, por ejemplo, no se puede simplemente decir "45%" sin indicar la cantidad de la cual
se esta tomando el porcentaje. Lo correcto, por ejemplo, es calcular el 20% de 6800 o el 5% de
100.

Ejemplo
¢Cudl es el precio de oferta de una pelota de véley si el precio lista es $2860 y se ofrece un
descuento del 25%?

Primero calculamos el 25% de $2860

25 $2860 = $715
100 B

Entonces el precio de la pelota de voley sera $2860 — $715 = $2145.

Otra forma puede ser calcular el 75% del precio normal, ya que se esta ofreciendo un
descuento del 25% (al total que es el 100% le restamos el 25% de descuento, nos da el 75%
que corresponde a la parte del precio que vamos a pagar finalmente).

Calculamos el precio de oferta de la pelota haciendo el 75% de $2860

75
100 - $2860 = $2145

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o
reducciones en cantidades como poblacion, salarios y precios.

Cuando una cantidad aumenta, el porcentaje de incremento se da por

cantidad de aumento
X 100%

cantidad total
Cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento se da por

cantidad de decrecimiento
X 100%

cantidad total

Ejemplos

1) La poblacion de un pequefio pueblo disminuyo de 1750 a 1700 habitantes. ¢Cuél es el
porcentaje de decrecimiento?

La cantidad de decrecimiento es 1750 — 1700 = 50 y la cantidad original es 1750.
Entonces,
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X 100% ~ 2.86%

1750
El porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86%.
(Se utilizo el simbolo = en lugar de = para indicar que el nimero es s6lo una
aproximacion).
2) El salario por hora de trabajo de un estudiante se elevd de 5.25 ddlares a 5.75. ¢Cual es
el porcentaje de incremento?

El monto de incremento es 0.5 dolares y la cantidad original es de 5.25 dolares. Entonces,

05 100% =~ 9.52%
5.25 0= 7Tl

El porcentaje de aumento es de aproximadamente 9.52%.

NuUmeros irracionales

Los numeros irracionales son aquellos que no pueden ser expresados como cociente de dos
nlmeros enteros. En otras palabras, los numeros que no son racionales son irracionales.

El conjunto de los nimeros irracionales se denota mediante el simbolo 1.
Algunos numeros irracionales son

La expresion decimal de un namero irracional no es finita ni periédica.

Ejemplos
V2 =1,414213562373095 ... m = 3,141592653589793 ...

Si en cualquiera de estos nimeros irracionales se interrumpe su expansion decimal en un cierto
lugar, se tiene una aproximacion del nimero y se usa el simbolo =~ (se lee “aproximadamente
igual”). Asi:

NuUmeros reales

Los nameros racionales e irracionales forman el conjunto de los nimeros reales y se denota
mediante el simbolo R.

@ - En el conjunto de nameros reales también se cumple que entre dos nimeros reales
P 4 siempre hay otro nimero real. Por ejemplo, entre 1,41 y v/2 podemos ubicar al
1,41411 yaque 1,41 < 1,41411 < V2.

- Es importante destacar que en el conjunto de los nimeros reales no puede hablarse
de nimeros reales consecutivos.

La siguiente figura muestra la relacion entre los distintos tipos de nimeros reales.



UNICEN - OLAVARRIA

MATEMATICA basica y sus aplicaciones FACULTAD DE
Modulo 0 F O

Reales
Racionales Irracionales
1 7
——=,35,0.23,8.125 — — 7= 3
z 3 '»-'2,—'-.-'3,1':,'»-'5,2',—E
i3
Enteros Maturales
map _3.1 _2.1 _L D_. 1.-2.1 3.- -
—
"

1.2. La recta real

Los nameros reales y los puntos de una recta pueden hacerse corresponder uno a uno para
formar una recta de niumeros reales. Por lo tanto, pueden representarse a los numeros reales
como puntos de una recta horizontal Ilamada recta numérica.

El punto que se escoja para representar al nimero 0 se llama origen.

La direccién a la derecha del 0 se llama direccion positiva en la recta numérica. La direccion
hacia la izquierda del 0 es la direccion negativa.

Los niameros reales positivos se representan a la derecha del cero y los negativos a la izquierda.

]
. ]
]
: Nume:ros !
negativos !
]
O 00O
-2 14 1 0 1.2 2 3

2

El cero no es negativo ni
positivo

El conjunto de los nimeros reales estd ordenado. Esto significa que se pueden
comparar dos cualesquiera numeros reales que no sean iguales mediante
desigualdades y decir que uno “es menor que” o “mayor que” el otro.

Sean a y b dos nimeros reales cualesquiera

Orden de los nimeros reales

Simbolo Definicion Se lee
a>b a — b es positivo a es mayor que b
a<b a — b es negativo a es menor que b
a=b a — b es positivo o cero a es mayor o igual que b
a<bhb a — b es negativo o cero a es menor o igual que b

Los simbolos >, <, =, < sonsimbolos de desigualdades.
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Las expresionescomoa > b ,a = b,a < b oa < b se llaman desigualdades.

En forma geométrica, a > b significa que a se encuentra a la derecha de b, o bien que b se
encuentra a la izquierda de a, en la recta numérica.

Ejemplos
En la figura anterior se observa que:

1> -1, V2 <2, 0> -2, 3<Tm

Hemos iniciado esta unidad repasando los conjuntos numéricos sin tratar previamente el
concepto de conjunto, el cual es fundamental en todas las ramas de la matematica. La teoria
elemental de conjuntos se enfoca en estudiar sus caracteristicas y las relaciones que pueden
efectuarse entre ellos.

1.3. Valor absoluto

El valor absoluto de un namero real, denotado por |a/, es la distancia de a a 0 (origen) en la
recta numeérica. La distancia siempre es positiva o cero, de modo que |a| = 0 para todo nimero
real a.

Dado un namero real a, definimos el valor absoluto de a de la siguiente manera

_(a si a=0
la| = ,
a si a<0

Observemos que si a es negativo, - a (opuesto de a) resulta positivo.

4
Ejemplos
3 3
7l=7, 1-71=-(-N=7, lol=0, [|=2 |-v2|=v2
Observemos que la distancia de 7 a 0 es igual que de —7 a 0, por lo que |7| = |-7| =7

Propiedades

Sean a y b dos numeros reales cualesquiera

Propiedad Ejemplo Descripcion
. El valor absoluto de un nimero siempre
L lal =20 I=51=520 es positivo o cero.
Un nimero y su opuesto tienen el
2. |-al=lal =51 =15/ =5 o

mismo valor absoluto.
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El valor absoluto de un producto es

3. la-b| =|al-|b| |-3-7|=1-3]|"|7] igual al producto de los valores
absolutos.
a lal 15 115 EI_vanr absol_uto de un cociente es
|—| = —,b#0 |—| =— igual al cociente de los valores
b 1] =30 =3l absolutos.

Distancia entre dos nimeros

Si a y b son dos numeros reales cualesquiera, la distancia entre ellos es
d(a;b) = |a—b|

d(a; b)
a8 - N

< ] ]
< 1 1
a b

\4

Usando propiedades del valor absoluto
|b—al =|(-1)(a—-b)|=1|-1| |a—b| =|a—b|
Se tiene entonces que d(a; b) = d(b; a)
Ejemplos

DAd(73)=17-3| =4 =4 porque. 7—3>0
d(3,7)=13-7|=-B3-7)=7-3=4 porque 3—-7<0

2)d(—82)=|-8—-2|=]-10[=10 , d(2,—-8) =[2—(-8)|=[2+8| =10

— )

Z3 T 2

3) d(0,—4) = |0 — (—4)| = 4

1.4. Operaciones elementales en R. Propiedades

Las operaciones basicas con nimeros reales (suma, resta, multiplicacion y division) cumplen
con ciertas propiedades que se deben tener presentes para operar correctamente con ellos.

Algunas de ellas se resumen a continuacion:

Sean a, b, c nimeros reales cualesquiera

Propiedad Ejemplo
. a+b=b+a 9+5=5+4+9
1. Conmutativa a'b=b-a 3.7=7.3
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FO

" (a+b)+c=a+b+c) R+4)+1=2+04+1)
Asociativa (@ b)-c=a-(b-c) (2:5)-3=2-(5-3)
a + 0 = a (aditivo) 3+40=3
Elemento neutro a -1 = a (multiplicativo) 9-1=9
Elemento opuesto a+(—a)=0 b+ (IS) =0
Elemento inverso a-al=1 a#0 3 3=
Distributiva de la
5. | multiplicacién sobre suma c-latb)=c-atc-b | 2:(1+6)=2-1+2-6
0 resta (atb)-c=a-ctb'c  (1%+6)2=1-2+6"-2
5 Distributiva del cociente athb a 4 b 8+5 8 5
' sobre suma o resta. c ¢ c — 7313

Una particularidad del elemento neutro de lasumaesquea -0 = 0 - a = 0 se verifica
para cualquier nimero real a.

Mas aun, el producto de nimeros reales es nulo si y sélo si uno de ellos es nulo.
Ensimbolos:a-b=0<a=006b=0

Cuando la suma o la resta esta en el denominador, no se cumple la propiedad
distributiva

P 4
a ¢g
bt+c b

El producto a - (b - ¢) no es distributivo, a-(b-c) # (a-b) - (a-c)

a
iz , b#0, c#0

Al trabajar con fracciones es muy Util tener en cuenta la siguiente propiedad que
permite, por ejemplo, simplificar fracciones:
ac a

E_E , b#0, c#+0

Algunas propiedades del inverso aditivo se dan a continuacion:

Propiedades del opuesto o inverso aditivo Ejemplo

1. (-1)-a=-a (-1)-6=—6

2. —(—a)=a —(=2)=2

3. (ma)'b=—(a*b)=a-(-b) (=3):2=-3-2)=3-(-2)=-6

4. | (-a)-(=b)=a-b (=5)-(=7)=5-7 = 35




MATEMATICA basica y sus aplicaciones
Modulo 0

. FACULTAD DE .
INGENIERIA
UNICEN « OLAVARRIA

5. —(a+b)=—a—-»b

—~(2+6)=-2-6=-8

6. —(a=b)=b—-a

—(7-9)=9-7=2

De estas propiedades se deduce la conocida regla de los signos:
++=+ — = =

1.5. Potenciacion

Potencias naturales de nimeros reales
Si a es un namero real y n un nimero natural, entonces la n—€sima potencia de a es

a™ =a-a--a (nfactores)

El nimero a se denomina base y n es el exponente. a™ se lee ““ a elevado a lan”.

Ejemplos

(-2)° = (-2)(-2)(-2) = -8

(=3)* = (=3)(-3)(-3)(-3) =81

) =GEE)6)6)- e

—3*=-(3-3-3-3) =-81

Propiedades

Sean a, b numeros reales cualquiera y m, n nimeros naturales

Propiedad

Ejemplo

1. [ a™*-a™= g™

34—_32 — 34—+2 — 36

m

a m-n
2. —=a™Ma+0
an

54—

I 54—2 — 52

3. |(a-b)*=a"-b"

52
2

Gy -

4. | (@™ =a"m

(52)3 — 52-3 — 56

5. (&) = b2 o

33 33
() =7
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Para extender la definicion de potencia natural de un ndmero real a potencia de exponente
entero, damos la siguiente definicion:

Sia # 0 es un namero real y n es un nimero natural, entonces

0 _ -n_1
a’ =1 y a™t=—

De esta manera, si a # 0, la potencia a™ queda definida V n € Z.

Asi las propiedades enunciadas anteriormente valen en caso de m, n niumeros enteros. Ademas,
se tienen otras propiedades:

Propiedad Ejemplo
N N N N 73 AN 3\3 33
6- - =\|— —_ = |- = — —_— =|—— = — —
(b) (a) a#0,b#0 (7) (3) 33 ( 3) ( 2) 23
a " pm 3—2 53
7' b_mZF,ai(),biO ?=§

@ No se cumple la propiedad distributiva cuando la base de una potencia es suma o
resta.

(a+b)*#a*+b" y (a—b)"#a*->b"

Para mostrar que no se cumple una propiedad basta con usar un caso concreto, en matematica
se llama contraejemplo.

(1+2)2=3%2=9 mientras que 12 +22=1+4=5
(7—3)2=4%2 =16 mientras que 7> —32 =49 -9 =40

El cuadrado de un binomio se obtiene de la siguiente manera:
(a+b)?=(a+b)(a+b)=a®+ab+ ba+ b?=a®+ 2ab + b?
(a—=b)2=(a—b)(a—b) =a®?—ab—ba+ b?=a?—2ab + b?

Ejemplos

1) Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (x es un namero real,
x # 0, m y n son nimeros enteros).
0 x" =
a) x° =1 b) ey = XxXm
a) Verdadera. Se justifica haciendo referencia a la propiedad: a® = 1 con a # 0.

b) Falsa. Cuando queremos justificar que una afirmacién es falsa, se debe mostrar un
caso concreto donde la afirmacion no se cumple (contraejemplo):

. @ 53 125
six=5 n=3, m=1 entonces — == =-=2=25
xm 51 5

n 3
mientras que xm =51 =53 =125
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m

x™ m . ., .
Se concluye que —= # Xn porque para que la afirmacion sea verdadera, tiene que
cumplirse para todos los valores de x, m y n.

3\ 3

Xy ) siendo

4
2) Aplicar las propiedades de la potencia para simplificar la expresion (5) . ( -

y+0,z+0.
Q) (L) -2 2o
y 7z y4- Z3

Luego de recordar las propiedades de la potencia, resulta oportuno aprender a escribir nimeros
muy grandes y nimeros muy pequefios de manera conveniente para luego operar con ellos.

1.5.1. Notacion cientifica

Se dice gue un namero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta expresado como

x=cx 10" donde 1<c<10 y nesunentero

Ejemplos

1) 93 000 000 = 9.3 x 107

El exponente positivo 7 indica que la coma decimal debe pasarse 7 lugares hacia la derecha.

2) 0.000 000 000 000 000 000 000 053 = 5.3 x 10723
El exponente negativo —23 indica que la coma decimal debe pasarse 23 lugares hacia la
izquierda.
3) Convertir a notacion cientifica y viceversa, segun corresponda
2.375 x 108 = 237 500 000 0.000000349 = 3.49 x 10~

4) Usando notacién cientifica, simplificar ((370 000)(4 500 000 000))/18 000

(370 000)(4 500 000 000) _ (3.7 x 105)(4.5 x 10°) _ (3.7)(4.5)

18 000 1.8 x 104 18
= 9.25 x 1010

X 105+9—4

Usando la calculadora, se puede visualizar en la pantalla el resultado obtenido en notacién
cientifica. Se introducen los nimeros en forma decimal y la calculadora muestra el resultado en
notacién cientifica. Utiliza “9.25E10” para indicar 9.25 x 1010,

11
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(370 000)(4 500 000 000)
18 000

= 9.25E10

1.6. Radicacion

Si a es un nimero real positivo entonces la raiz cuadrada de a, que se escribe va , es el nimero
real positivo b que cumple b? = a.

Es decir:

Va=b siysolosi  b’=ayb=0

El simbolo V que se utiliza para denotar la raiz cuadrada se llama radical. EI nimero bajo el
radical se denomina radicando. Cuando se refiere a ambos, el radical y el radicando, se dice
expresion radical.

La raiz cubica, en cambio, esta definida para cualquier nimero real.

Si a es numero real

Va=b siysolosi  b3=a
En general,
Si n es un entero positivo entonces la raiz n-ésima principal de a se define como:

Va=hb siysolosi  b"=a

o Sin es par, la raiz s6lo esta definida para nimeros positivos, es decir:a >0y b >
0.

Si n es impar, la raiz esta definida V a, b € R.

Ejemplos
V9 =3 porque 32=9y 3>0 ¥=1 = —1porque (-1)3 = -1
V16 =2 porque 2* =16y 2> 0 V64 = 4 porque 43 = 64

Observe que V32 =3 yporotraparte +/(=3)2=+/9 =3 = |-3]
Entonces Va2 = a se cumple sélosia > 0 .

Pero podemos escribir siempre Va? = |a|, para cualquier raiz de indice par.

Propiedades

Sean a, b nimeros reales y m,n numeros naturales. (Supondremos que todas las operaciones
que aparecen pueden realizarse).

12
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Propiedad Ejemplo
1. Va-b=%a- Vb V64 (—=8)=V64-V=8=4-(-2) = —
y ST O [ S 16 _ ‘/_ E Lo vi_t
b b 81 ’ 2 V2 2
3. "|ng =™y 4_6\/_—2
4. | Rfa™ = a, nesimpar V(=43 = -4
5. | Va™ = |a|, nespar V3 =1-31=3 ; V4r=14=4

Ejemplos
Usando propiedades, extraer factores fuera del simbolo radical, siendo x > 0.
a) V500 = V1005 =v100-V5=10V5 b) /x5 =3/x* x = {x* VYx = x¥x
c) v24.x5.y4= 3\/3. 23 -x3-x2-y3.y =
V23 - V3- Vs - Va2 - Y3 - 3fy = 2xyB3a%y

V48x3 B 48x3
V6x

d) =/8x2 =+/2.22.x2 = 2x\2

Exponentes racionales

Segun la definicién de raiz n-ésima se tiene
L n
an = /a
En general, para cualquier racional r = % , mynenteros, n > 0 definimos

m
n

=|_+-x

@ = =" = (V)" =

0 Si n es par, se requiere la condicion a = 0.

Con esta definicion, se puede comprobar que se cumplen todas las propiedades de la potencia
enunciadas anteriormente.

13
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Ejemplos

1) Calcular:

1

915 = 97 = (97)3 = (v9)3 = 33 = 27 b) G)O'S = (1)E = [t=1

4

2) Usando propiedades, escribir en forma de una sola potencia de exponente racional (x e y
son positivos):

3

W=

-2

[N\ RN

-2
3

2 1
—1, 1+E—5  q-
x 32yl =23 -x6y

Suma y resta de raices

Se pueden combinar dos 0 més raices aplicando la propiedad distributiva si tienen el mismo
radicando. Tales radicales se conocen como radicales semejantes.

Ejemplos

Calcular:

Q) 7V11+6V11 = (7 + 6)V1l = 13V11

b) 7v2—5vV8=7vZ-5:2:22=7VZ—5-V2-/22 =7V2—5-2-v2 = —3V2
¢) 5x — 7V5x = —6V5x
d) s316-11¥2=5323 - 2-1132=1032- 1132 = -32

Producto y cociente de raices

Para multiplicar o dividir radicales, se aplica la propiedad distributiva de la radicacion con
respecto al producto o cociente.

Ejemplos

Calcular:

a) 7. 73=\7.73=7t=72=149

1 1 1
b) 32.%2=25.26= 25"

[
o w

Il
[\
N =
Il
Ny

=2

14
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d (6v2+2)-(3-2V2) =

Aplicando distintas propiedades, vamos a calcular (6v2 + 2) - (3 — 2v2) =

Propiedad distributiva 6vV2-3+6V2-(—2V2)+2-3+2-(-2V2) =
Propiedad conmutativa 6-3V2—6-2V2-V24+6—-2-2-2=
Propiedad asociativa 18V2 = 12V4 + 6 — 442 =

Propiedad conmutativa 18V2 —4V/2 - 1224+ 6 =

Propiedad asociativa 14+/2 — 18

1.6.1. Racionalizacién

Es un procedimiento que implica la escritura de una expresion radical como otra equivalente,
en la que no hay radicales en el denominador.

1) Si el denominador contiene la raiz cuadrada de un namero natural que no sea cuadrado
perfecto, hay que multiplicar el numerador y denominador por la raiz cuadrada del
denominador. Al realizar este procedimiento, de multiplicar y dividir una expresién racional
por un mismo namero, la expresion no cambia (es una propiedad enunciada anteriormente).

Ejemplos
g L_ 1 V3 V3 V3 p 15_15 V6 15-V6 5V6
V3 V3 V3 V9 3 ~J6 V6 6 2

V6
ViT-2 (V11-2)-V2 VI1-2-2V2 V22-2V2
V2 V22 V22 2

2) Si el denominador contiene la raiz cubica de un numero natural la estrategia consiste en
multiplicar el numerador y denominador por la raiz cubica del denominador elevada al
cuadrado, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo
2 _2 () _2-(%B) ()
VSOV ) () S

3) Si el denominador contiene dos términos, con al menos uno de ellos afectados por una raiz
cuadrada, se debe multiplicar el numerador y denominador por el conjugado del denominador.

Ejemplos
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7 7 5-+3_ 7-(5—3) _7-(5-13)
5+v3 5+v3 5-V3 5245/3-5V3-+32 22
) —— 2 2B 2(V2 + V) ~2(vV2 +3)

VZ—V3 VZ—3 V243 VE+VIVI-— V32— V32

1.7. Logaritmacion

Vimos que la radicacidn es una operacion inversa de la potenciacion, ya que
Va=b siysolosi b"=a

La logaritmacién también es una operacion inversa de la potenciacion. Esto se observa a partir
de la definicion de logaritmo de un namero.

Logaritmo de un nimero

Si a es un numero real positivo y b otro nimero real, b > 0y b # 1, se llama logaritmo en
base b de a al exponente que hay que elevar la base b para obtener el nimero a.

Es decir:

logpa=n siysolosi b =a

La expresion anterior se lee: n es el logaritmo en base b de a si y s6lo si b elevado a la n es
igual a a.

La expresion logaritmica log,a =n y la expresion exponencial b™ =a son
P 4 equivalentes.

Esta conexién indica que un logaritmo es un exponente, por lo que podemos evaluar
expresiones logaritmicas sencillas mediante nuestro conocimiento de los exponentes.

Ejemplos

Evaluar los siguientes logaritmos: log,, 1000 ; log, 32 ; log,73; logy110; log,o0.001

log,01000 = 3 porque 103 = 1000
log,32 =5 porque 25=32
1
log,; 3 = % porque 273 =3
loge,10 = —1 porque 0171 =10
log,00.001 = -3 porque 1073 = 0.001

16
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Propiedades de los logaritmos

Propiedades
1. log,1 =0 Se debe elevar b a la potencia 0 para obtener 1.
2. logy b =1 Se debe elevar b a la potencia 1 para obtener b.
3. log, b =n Se debe elevar b a la potencia n para obtener b™.
" plogsn — L%%gnzre;.la potencia a la cual se debe elevar b para
Ejemplos

En cada caso usamos una de las propiedades anteriores:
l0g6 1 = 0 lOgS 5 = 1 l0g3 37 — 7 Zlng 10 — 10

Logaritmos decimales y naturales

El logaritmo con base b = 10 se llama logaritmo en base 10 o logaritmo decimal y se denota
omitiendo la base

loga =logipa

El logaritmo con base b = e se le llama logaritmo natural y se acostumbra escribir el logaritmo
natural como

log.a=Ina

Usando la definicion de logaritmos se puede demostrar facilmente que

Logaritmo decimal Logaritmo natural
log1=0 In1=0
log10 =1 ne=1

log10™ =n Ine™ =n
10091 = elin — 5

o Para calcular log 40 o In 3 se recomienda usar los valores aproximados que brindan
las calculadoras cientificas que dan de manera directa los logaritmos.

Otras propiedades de los logaritmos

Los logaritmos tienen rasgos algebraicos especiales para los calculos que aparecen en muchos
problemas de aplicacion.

17
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Como los logaritmos son exponentes, las propiedades de los exponentes dan lugar a otras
propiedades de logaritmos.

Sea b un numero positivo, b # 1.
Sean A, B 'y C numeros reales cualesquiercon A >0y B > 0.

Propiedades

Logaritmo de un producto de nimeros es la suma de

1. | logy(A.B) = log, A+ log, B los logaritmos de los nlimeros.

'y Ay loa- A — loa. B Logaritmo de un cociente de nimeros es la
| 09p\p) T 0Gp AT 100 diferencia de los logaritmos de los nimeros.

Logaritmo de una potencia de un nimero es el
exponente por el logaritmo del numero.

3. |log, A€ =Clog, A

Ejemplos

1) Escribir cada expresion como un Unico logaritmo y determinar su valor.

a) log, 80 —1og,5; b) log,2+1log,32; ¢) —%logB ;o d) %ln36 +2In4—-1In4
a) log, 80 —log, 5 = log, (%) = log, 16 = 4
D) 160G, 2 + 109,32 = l0ga(2 - 32) = log, 64 = 3

c) 1 (-3) 31 1
—§log8 = log 8\ 3/ = log g= logz ~ —0.301

2) Usando propiedades evaluar las expresiones dadas.

m)"l

9

a)inve ; b)in3e; co)ln3 d)logs(

a) oz 1 _1
InVe =lIne 2lne 5
b) jn3e=in3+ine=1In3+1~2098

1
©) lngzlnl—lne=0—1=—1
d) V27 -1 1
logs (T) = —1(logs V27 — log5 9) = — logs 272 + logs 32
1 5 3 3
= —El0g33 +2logz3 = —Elog33+2log33 = —§+2 =3
3) Desarrollar o reducir a un Unico logaritmo, segin corresponda, cada una de las
siguientes expresiones.

a) log(3x°y) b) In x> — 3 In(xy)

18
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a) log(3x°y) =log3+logx®+logy =1log3+5logx+logy

5 2
b B B x>\ x
) Inx5—3 In(xy) = Inx®> —In(xy)3 = In <x3y3> = lnF

Cambio de base

Al trabajar con una expresion logaritmica con una base no deseable, es posible transformarla
en un cociente de logaritmos con una base diferente.

Ejemplo
Evaluar log; 4.

Como log- 4 es dificil evaluar ya que 7 no es una potencia sencilla de 4, hacemos y = logs 4,
Por definicién 4 =7Y

Aplicamos In aambos lados  [n4 =In7Y

Por la regla de la potencia In4=y-In7
Dividimos entre In 4 y = Ind
In7

Generalizamos este procedimiento expresando la formula de cambio de base para los
logaritmos.

Para numeros reales positivosa, by xcona #1yb # 1

log, x

l =
090 % =159, b

Con esta formula podemos evaluar un logaritmo para cualquier base, en términos de
logaritmos decimales o logaritmos naturales y luego usar la calculadora.

Ejemplos
In16
a) logs; 16 = 0 2.53
_log1i0 1 .
b) logs 10 = T 1.29
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2. Expresiones algebraicas

2.1. Introduccion

Una expresion algebraica es una combinacion de letras (variables) y nimeros (constantes)
ligadas entre si por las operaciones de adicidn, sustraccion, multiplicacién, division,
potenciacion y radicacion.

Ejemplos
1 X _ y
3x+y—2z 2 _Q.-14 = o _ — B
y 5x% — 3x +2ﬁ Sty —xy X Ty
Ecuacion
Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas.
Ejemplos
S5x+7 =22 3x—2y=x+y x—2y?=z

Una ecuacién en una sola variable es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en la que
interviene s6lo una variable y constantes.

Ejemplos

5x+7 =22 x2—-9=0 x2—4=(x-2)(x+2)

La letra x es la variable y representa la incognita de la ecuacion que se pretende hallar. Los
valores de x que hacen verdadera la ecuacion se llaman soluciones o raices de la ecuacion y
constituyen el conjunto solucién que denotaremos S.

Ejemplos

1) Mostrar que x = 3 es una solucién de la ecuacion 5x + 7 = 22.
Sustituimos la variable x por 3 en la ecuacion

5:3+7=22
15+7 =22
22 =22

Asi se verifica que 3 es solucion de la ecuacion.

El conjunto solucion de la ecuacion es S = {3}.

2) El conjunto solucién de la ecuacion x2 — 9 = 0 es S = {—3, 3} porque los valores —3 y 3
hacen verdadera la ecuacion.
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Algunas ecuaciones se satisfacen para todos los valores de la variable. Estas
ecuaciones reciben el nombre de identidades.

Ejemplo

La ecuacion x2 — 4 = (x — 2)(x + 2) es verdadera para todo valor real de la variable x.

En este caso decimos que la ecuacion es una identidad.

Resolucion de ecuaciones

El proceso para determinar las soluciones de una ecuacion se llama resolucién de una ecuacion.
Para resolver ecuaciones usamos el concepto de ecuaciones equivalentes.

Ecuaciones equivalentes
Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones se Ilaman ecuaciones equivalentes.

Resolver una ecuacion implica encontrar una ecuacion mas simple y equivalente a la dada,
efectuando operaciones y aplicando propiedades, que pueda resolverse con facilidad.

Las propiedades estudiadas para los nimeros reales también se cumplen para las variables y las
expresiones algebraicas. Algunas de ellas son:

Sean A, B y C expresiones algebraicas y sea el simbolo & que se lee “equivalente a” o “si 'y
solo si”.

Propiedades de la igualdad Descripcion
Propiedad uniforme de la suma Sumando una expresion a ambos
1. miembros de una ecuacion, se obtiene una
A=B & A+(C=B+C ecuacion equivalente.

Propiedad uniforme de la multiplicacion | Multiplicando por un ndmero distinto de
2. cero a ambos miembros de una ecuacion,

A=B @ k.A=k.B, k€R (k#0) |gseobtiene una ecuacion equivalente.

Propiedad del producto igual a cero Un producto es igual a cero si y s6lo si
3. AB=02A4A=06B=0 uno de los factores es cero.

2.2. Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacion equivalente a una de la forma:
ax+b=0
donde a y b son nimeros reales con a # 0y x es la variable.

Ejemplos

2x —4 =0 1+3x=%—x
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Resolucidon de ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal en una variable se resuelve transformandola a una ecuacion equivalente,

en la que los términos que tienen la variable x estan en un miembro y todos los términos
constantes estan en el otro miembro.

Sea la ecuacion lineal ax+b=0

ax +b+ (=b) =0+ (=b) Sumamos - b a ambos

miembros y simplificamos.

ax =—b
(l) = (l) (—b) Multiplicamos% (a#0)a
a a ambos miembros y
_—b simplificamos, tenemos la

=g Ginica raiz de la ecuacion.
b . .

S = {_ _} Es el conjunto solucion.
a

Ejemplos

Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

1) 3x+9=0
o _ Sumamos (—9) a ambos miembros de la
3x + 9+ (=9) = 0 + (-9) oUETEdL
3x =-9
1 1 - .
(§) 3x = (§) (-9) Multiplicamos por (1/3) y simplificamos.
-9 . . o
x=—= -3 Tenemos la Unica raiz de la ecuacion.
S={-3} Conjunto solucion.
2) 22x—3)+3(x+1)=5x+2 Aplicamos la propiedad distributiva.
4x —6+3x+3=5x+2 Efectuamos las sumas posibles.

7x —3=5x+2

Sumamos 3 a ambos miembros de la

7x —3+3=5x+2+3 igualdad.

7x =5x +5
7x + (—=5x) = 5x + 5 + (—5x)

2x =05
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1 o 1 . Multiplicamos por (1/2) a ambos
(_> X = (E) miembros y simplificamos.

Obtenemos el Unico valor para x.

5
S = {5} Conjunto solucion.

Si al transformar una ecuacion en otra ecuacion equivalente, se obtiene una igualdad
de laforma O0x + b = 0, se concluye como sigue:

- Si b =0, laigualdad es verdadera y se verifica para cualquier valor de x. Decimos,

entonces, que la ecuacion tiene infinitas soluciones y el conjunto solucion esta formado por
todos los nimeros reales y escribimos S = R.

- Sib # 0, laigualdad no es verdadera y la ecuacion no tiene solucion. Decimos, entonces,
que el conjunto solucion es vacio y escribimos S = @.
Ejemplos
Resolver las siguientes ecuaciones:
1) 2(x—1)=2x—-2 Aplicamos la propiedad distributiva.
2x —2=2x—2
2x —2x =—-2+2
0x=0 Cualquier valor de x verifica esta ecuacion.

S=R Tiene infinitas soluciones.

El conjunto solucion es el conjunto de nimeros reales

2) 10 (%x — %) = 5x — % Aplicamos la propiedad distributiva.
1
5x—2=5x— >
1
5x —5x = —3 + 2
0x = ; Ningun valor de x es solucion de esta ecuacion.

S=0 La ecuacioén no tiene solucion.

El conjunto solucion se expresa con el simbolo de conjunto vacio.
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2.3. Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacion cuadratica en una variable es una ecuacion de la forma
ax’+bx+c=0
donde a, b y ¢ son nimeros reales con a # 0.

Ejemplos
x?+2x—-3=0 2x>+3=5x x2=4 —x*=-6x x(x+1)=3

Resolucidon de ecuaciones cuadraticas

A) Resolucién de una ecuacién cuadratica de la forma ax? + ¢ = 0.

ax?+c+ (—-c)=—c

igualdad.
ax? = —c
T 1
(1) ) (1)( ) Multlpllcamos; (a # 0) aambos
—)ax® =|=|(—=c . L a
a miembros y simplificamos.
Cc
x?=——
a
[x2 = |— ¢ Aplicamos raiz cuadrada y nos queda una
a . .
ecuacion con valor absoluto, siendo
c ..
x| = [—= (— 5) > 0 para tener solucion real.
a a
C
x==x [——
a
U o Las dos soluciones o raices de la
1 . Y X a ecuacion ax? + ¢ = 0.

sl_|_¢ ¢ Conjunto solucion contiene las dos raices
- ’ a de la ecuacion.

Ejemplos

Resolver las siguientes ecuaciones.
1)3x2-27=0

W =
w w
= =
N N
I I

=
I

=)
N
I
<| O Wlkk N
Ne) e ~
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x| =3 x=3 6 x=-3

Las raices de la ecuaciéon son x; = —3 y x, = 3y el conjunto soluciénes S = {—3, 3}.
2) (x — 2)? = 64

J(x—2)2 =64
x —2|=8 e x—2=8 0 x—2=-8
x—2=8=x; =10 , x—2=-8>x,=-6

Las raices son x; = 10 y x, = —6 Yy el conjunto solucién es S = {—6, 10}.

3) x?2 = —16, esta ecuacion no tiene solucion en Ry el conjunto solucién es S = .

B) Resolucidn de una ecuacion cuadratica de la forma: ax? + bx = 0.

Usando la propiedad distributiva escribimos como

x(ax +b) =0 producto el primer miembro de la ecuacion.

Por la propiedad del producto igual a cero,

, b
x=0 0 (ax+b)=0>x=—- .
(ax +b) a  tenemos dos ecuaciones a resolver.

b Son las raices de la ecuacion dada
a=0 Yy By ax? + bx = 0.

b
S = {0, - E} Conjunto solucion.

Ejemplo

Resolver la ecuacion cuadratica x? — 5x = 0.
x(x—=5)=0
x=0 6 x—-5=0>x=5

Las raices de la ecuaciéon son x; = 0y x, = 5. El conjunto solucién es S = {0, 5}

C) Resolucion de una ecuacion cuadratica de la forma: ax? + bx + ¢ = 0.

El procedimiento que se describe a continuacion se conoce como completar cuadrados y
permite resolver cualquier ecuacién cuadratica usando propiedades.

Multiplicamos (%) a ambos miembros de la ecuacion ax? + bx + ¢ =0

, b c
x*+—-x+—-=0
a a

Sumamos (— 2) a ambos miembros de la igualdad, nos queda
b c

x2+—x=—-—
a a
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2 2
b b . .. . . .
Ahora, sumamos (Z) == (que es el cuadrado de la mitad del coeficiente de término lineal)
tenemos
2 b N b? c N b?
X“t+—-x+-—S=——+—7
a 4q? a 4a?
. . - b\? b b 2, b b2
El primer miembro puede escribirse como (x + —) = (x + —) : (x + —) =x"+-x+—
2a 2a 2a a 4a
Usando esta expresion en el primer miembro y sumando los términos del segundo miembro,
nos queda

( N b )2 B b? — 4ac
*T2a) T 4aa?
Aplicamos raiz cuadrada
( N b )2 B b? — 4ac
x 2a) 4q?

. . - ., b
En el primer miembro escribimos el valor absoluto de la expresion (x + Z)

| N b|_ b% — 4ac
T2l T | 4a?
de donde
N b _ . b% — 4ac
x 2a 4q?
b b% — 4ac
X =——= _—
2a 4q2
—b + Vb2 — 4ac
x:
2a

La dltima igualdad representa una formula para obtener las soluciones de la ecuacion
cuadratica:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
1= 2a Y X2 = 2a

Finalmente, para resolver una ecuacion cuadratica de la forma completa ax? + bx + ¢ = 0
podemos usar directamente esta férmula

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a

Ejemplos

Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas.
1)x>+8x+7=0, dondea=1, b=8, c=7
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Usamos la formula _ —b++Vb?—4ac
a2 = 2a
—-8++Vv8%2-417 -8+6
X1,2 21 = >
Las soluciones son x; = —1 y x, = —7; el conjunto soluciénes S = {—1,—7}.

2)3x>+6x+3=0,dondea=3, b=6, c=3.

Usamos la formula —6+V62—4.33
Y12 = 23
—6++V36 —36
X1,2 = 6
—-6+0
X1,2 = 6

x1 = _1 y x2 = _1
Conjunto soluciénes: S ={-1}
3) x*+x=-1

x>+x+1=0,donde a=1,b=1,c=1

—1++vV12—-4.1.1
12 = il
No tiene solucion —-1++V1-4
real X12 = 2

Conjunto soluciénes: S =@

El discriminante
Se llama discriminante de la ecuacién cuadratica ax? + bx+c =0 con (a#0) a la

expresion
A= b? — 4ac

El valor del discriminante de la ecuacion cuadratica nos indica la cantidad de soluciones que
tiene la ecuacion en el conjunto de los nimeros reales.

1. Si A= b? — 4ac > 0 entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales y distintas.
—b +Vb? — 4ac y —b —Vb? — 4ac
= x2 =
2a

2a
2. Si A= b? — 4ac = 0 entonces la ecuacion tiene una Gnica solucion real (también
podemos decir dos soluciones reales e iguales).

X1
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_ b

T 2a
3. Si A= b? — 4ac < 0 entonces la ecuacion no tiene solucion real.

Ecuaciones bicuadraticas

Una ecuacion de la forma
ax* + bx? + ¢ = 0 donde a, b, c son nimeros realesy a # 0

se dice bicuadrética si puede transformarse en una ecuacion cuadratica realizando una
sustitucion conveniente.

Para resolver una ecuacion de este tipo, hacemos el cambio de variable u = x2. Elevamos al
cuadrado a ambos miembros y nos queda u? = x*.

Sustituimos en la ecuacion original ax* + bx? + ¢ = 0, tenemos au? + bu + ¢ = 0 que es una
ecuacion cuadratica en la variable w.

Una vez resuelta esta ecuacion, las soluciones obtenidas deben sustituirse en x? = u, para
obtener las soluciones de la ecuacion dada en x.

Ejemplo

Resolver la siguiente ecuacion x* — 10x2 + 9 = 0.
Hacemos x2 = u y obtenemos la ecuacion u? — 10u + 9 =0
Resolviendo esta ecuacion cuadratica, tenemos las soluciones
u=9 y u=1
Si u = 9 tenemos que resolver la ecuacion x? = 9. Sus soluciones son x; = 3y x, = —3.
Siu =1, tenemos la ecuacion x? = 1 cuyas solucionesson x; = 1y x, = —1.

El conjunto solucion de la ecuacion x* — 10x> +9=0esS = {-3,—1,1,3}.

Ecuaciones polindmicas

Las ecuaciones polinémicas en la variable x son ecuaciones de la forma

ap + a;x + ax? + -+ a,x" =0 donde aq,a;,a,..a, €ER yn € N; x es lavariable

Ejemplos
1) 3+2x—4x?>=0 donde a, =3, a, =2y a, = —4
2) x*—7x>+3x=0dondea,=1,a3;=0,a,=-7,a,=3ya,=0

3)3x+1=0donde a; =3ya,=1
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Los tipos més sencillos de ecuaciones polindmicas se obtienen paran =1y n = 2.

Para n = 1 tenemos la ecuacion lineal o ecuacion de primer grado y para n = 2 tenemos la
ecuacion cuadréatica o ecuacion de segundo grado. Paran = 3,4, ... se tendrd una ecuacién de
grado tres, cuatro, etc.

Para resolver ecuaciones polinémicas ay + a;x + a,x? + -+ a,x" =0 conn = 3,4, ..., es
decir n > 2, es necesario revisar el tema expresiones algebraicas enteras.

2.4. Polinomios
Un polinomio es una expresion algebraica entera donde la variable esté afectada por potencias
enteras no negativas.
Los polinomios con una Unica variable x son de la forma
P(x) = apx™ 4+ ap1x" P+ a, px" 2 + o+ azx? + a.x + aq
ay, Ay, .., An_1, Ay SON NUMeros reales y se llaman coeficientes del polinomio
a,, es el coeficiente principal

Si a,, = 1 decimos que el polinomio es ménico

a, el término independiente
n es un nimero entero positivo que indica el grado del polinomio

Ejemplos

P(x) =2x*—6x+3 Q(x) = x5 —V2x W(x) =4

Los polinomios se pueden clasificar segun la cantidad de términos que lo conforman.
Polinomio de un solo término ==» Monomio
Polinomio de dos términos ~ ==)» Binomio
Polinomio de tres terminos =) Trinomio
Polinomio de cuatro términos ==)» Cuatrinomio

Si el polinomio tiene k términos siendo keN y k > 4, simplemente decimos polinomio de k
términos. Por lo tanto, un polinomio es una suma de monomios.

Ejemplos

P(x) =2x*—6x+3 Q(x) = x5 —V2x W(x) =4

- El grado de P es 4 y se expresa gr(P) = 4, su coeficiente principal es a, =2 y su
término independiente a, = 3.

- gr(Q) =5, coeficiente principal as = 1, polinomio monico, término independiente
ao - 0
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- gr(W) = 0, el coeficiente principal y el término independiente coinciden, son iguales
a4.

o Todos los polinomios tienen asignado un grado, salvo el polinomio nulo:
T(x) = 0 no tiene grado.

- Los términos semejantes son aquellos que tienen la misma variable afectada por el
mismo exponente.

- Dos polinomios son iguales si y sélo si tienen el mismo grado y los coeficientes de
los términos semejantes son iguales.

- Dos polinomios son opuestos si y sélo si tienen el mismo grado y los coeficientes de
los términos semejantes son opuestos.

- Un polinomio esta ordenado cuando los monomios que lo componen estan escritos
en forma creciente o decreciente segln sus grados.

Ejemplos
Q(x) = 15x3 — 9x2 + x* — Polinomio desordenado

R(x) = 3x2 — 2x + 2 —> Polinomio ordenado en forma decreciente

L(x) = x5 + 6x® — Polinomio ordenado en forma creciente

Un polinomio esta completo si contiene todos los monomios sucesivos de menor

grado que él.
Ejemplos
2 . ..
S(x) =x7 +3x* + zx—1 ==) Polinomio incompleto
2 N
S(x) = x7 4 0x® + 0x5 + 3x* + 0x3 + 0x% + —=x —1 ==p Polinomio completo

5

2.4.1. Operaciones con polinomios

Sumay resta

La suma de dos polinomios da como resultado otro polinomio, el cual se obtiene de la suma de
los coeficientes de terminos 0 monomios semejantes.

Ejemplos

1) Sean P(x) = 5x* — 3x%2 + x +% y Q(x) = 6x3 + 15x2 — 3x + 2, hallar P(x) + Q(x).

1
e (Sx4 —3x%+x+ E) + (6x3 + 15x2 — 3x + 2)
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1
= 5x* 4+ 6x> + (—3x% + 15x%) + [x + (—3x)] + (E + 2)

5
=5x4+6x3+12x2—2x+§

2) SeanR(x) =2x*+1 y S(x) = —2x*+x%+ 1, hallar R(x) + S(x).
Rx)+S(x)=x*+2 y gr(R+S)=2

@ - Observemos que gr(P + Q) = 4, coincide con el mayor de los grados de los
p4 polinomios que intervienen en la operacion.

- Al ser los polinomios del mismo grado y sus coeficientes principales opuestos, el grado del
polinomio suma es menor que el grado de los polinomios sumandos.

Para generalizar diremos que el grado del polinomio P + Q es menor o igual que el
mayor de los grados entre gr(P) y el gr(Q). En simbolos

gr(P + Q) < max {gr(P),gr(Q)}

La resta de dos polinomios se define como la suma entre el primer polinomio y el opuesto
del segundo. En simbolos

P(x) —Q(x) = P(x) + (=Q(x))

Ejemplo
Sean P(x) =5x*—3x% +x +% y Q(x) = 6x3 + 15x% — 3x + 2, hallar P(x) — Q(x)
1
P(x) —Q(x) = <5x4 —3x%2+x+ E) — (6x3 + 15x2 — 3x + 2)
1
= <5x4 —3x%2+x+ E) + [—(6x3 + 15x2 — 3x + 2)]

1
= <5x4 — 3x? +x+§) + (—6x3 — 15x% + 3x — 2)

= 5x* — 6x3 + (=3x% + (=15x2)) + (x + 3x) + G + (—2))

3
=5x4—6x3—18x2+4x—§

Multiplicacién de polinomios

La multiplicacién de dos polinomios da como resultado un polinomio. EI mismo se obtiene al
multiplicar cada monomio del primer factor por cada uno de los monomios del segundo factor.
Luego se efectla la suma correspondiente.

Ejemplos

1) Dados P(x) =5x% y Q(x) = —%x‘*, hallar P(x).Q(x)
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1 1 5
_ 2. (2 ,4) = )24 — _ 6
P(x).Q(x) = (5x%) ( Zx ) 5.( 2) X Zx
Observemos que gr(P.Q) = 6, igual a la suma de los grados de los monomios que

participan en la operacion.

2) Dados P(x) = 5x* + x —% y Q(x) = 6x3—2x2+ 2, hallar P(x).Q(x)

1
P(x)-Q(x) = (Sx4 +x — 5) - (6x3 —2x2% 4+ 2)
= 5x*(6x3 — 2x% + 2) + x(6x3 — 2x% + 2)
1
- §(6x3 —2x%+2)
=30x7 —10x°® + 10x* + 6x* — 2x3 + 2x — 3x3 + 1x? -1
=30x” —10x® + 16x* —5x3 +x?+2x—1
En este caso gr(P.Q) = 7.

Para generalizar diremos que el grado del polinomio resultante de la multiplicacion
P(x) - Q(x) esigual a la suma de los grados de dichos polinomios.
En simbolos

Sigr(P) =nygr(Q) =mentonces gr(P-Q) = gr(P)+ gr(Q) =n+m

Algunos casos particulares
Sean A y B numeros reales o expresiones algebraicas, entonces

(A+B)(A—-B) = A?> — B?
(A+ B)(A+ B) = A* + 2AB + B?

(A—B)(A - B) = A2 — 2AB + B2

Division de polinomios

Al igual que en el conjunto de los numeros enteros, para dividir polinomios se utiliza el
algoritmo de la division.

Dados los polinomios P(x) y Q(x) es posible realizar la operacion P(x): Q(x) si gr(P) =
gr(Q), obteniendo un polinomio cociente y un polinomio resto.

P(x) |Q(x) P(x): dividendo
. cx) Q(x):divisor
R(x) C(x): cociente
R(x):resto

Por el algoritmo de la division:

P(x) = Q(x) - C(x) + R(x)
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o - SiR(x) = 0 entonces P(x) = Q(x) - C(x) y decimos que: “la division es exacta”
0 “Q(x) dividea P(x)” 6 “P(x) es divisible por Q(x)” 6 “P(x) es multiplo de Q(x)”.

- SiR(x) # 0 entonces gr(R) < gr(Q)

Ejemplos

1) Encontrar el cociente y resto de dividir:
P(x) = 5x* —3x%2 + x + 1 por Q(x) = x? — x — 2. (Es P(x) divisible por Q(x)?

Para realizar la division es necesario que P(x) este completo y ordenado en forma
decreciente, y Q(x) ordenado en forma decreciente.

Realizamos la division siguiente el procedimiento que muestra el ejemplo. En primer lugar,
dividimos el monomio de mayor grado de P(x) por el monomio de mayor grado de Q (x):

Sx*4+0x3 —3x?+x+1 |x2—x—-2 Célculo auxiliar
5x2 5x4 )

Multiplicamos 5x2 por Q(x) y lo ubicamos debajo de P(x) > 5x

Sx*4+0x3 —3x%?+x+1 |x2—x—-2

5x* — 5x3 — 10x2 5x?
Restando

C5x* 4+ 0x® —3x4+x+1 |x2-—x—2
5x* — 5x3 — 10x? 5x2

5x3+7x2+x+1

Repetimos el procedimiento con el polinomio resultado de la resta siempre que el grado
de este polinomio sea mayor o igual al grado de Q(x)

5x*+0x3—3x2+x+1 x2—x—-2
5x* — 5x3 — 10x2 5x% 4+ 5x + 12

5+ 7x*+x+1
5x3 — 5x% — 10x

12X +11x +1
12x2 — 12x — 24
23x + 25 =R(x)

@ Observemos que gr(R) = 1 < 2 = gr(Q).
s
De la division obtenemos
C(x)=5x>+5x+12 y R(x)=23x+25
Como R(x) = 23x + 25 # 0, decimos que P(x) o es divisible por Q(x).
Podemos comprobar por el algoritmo de la division que

P(x) =0Q(x).C(x)+R(x)
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= (x?—x—2) (5x%+5x +12) + (23x + 25)
=5x*+0x3-3x2+x+1

2) Hallar el cociente y el resto de dividir P(x) = 3x* — 3x%2 — 8x — 10 por Q(x) = x — 2
3x*+0x3—3x2—-8x—-10 | x-—2

 3x* — 6x3 3x3 + 6x%2 +9x + 10
_6x3 —3x2-8x—-10
6x3 — 12x2
3 9x%? — 8x—10
9x% — 18x

10x — 10

—10x — 20

10

De la division obtenemos R(x) = 10y C(x) = 3x3 + 6x? + 9x + 10
Por el algoritmo de la division podemos expresar
3x* —3x%2 —8x —10 = (3x3 + 6x? +9x + 10)(x — 2) + 10

Regla de Ruffini

Cuando el polinomio divisor es de la forma (x — a), un polinomio de grado 1 y monico, con
a € R, puede utilizarse un procedimiento mas sencillo para la division.

Ejemplo

Hallar el cociente y el resto de dividir P(x) = 3x* —3x2 —8x — 10 por Q(x) =x — 2
utilizando la Regla de Ruffini.

1. Completamos y ordenamos en forma decreciente el polinomio dividendo.

2. Disponemos la division en un cuadro ubicando Unicamente los coeficientes del
dividendo y el opuesto del término independiente del divisor.

3. ¢=
3 0 -3-8-10 Coeficientes

a =2 ‘ del dividendo

4. Bajamos el 3.

5. Multiplicamos el nimero que bajamos por 2; ubicamos este producto debajo del siguiente
coeficiente siguiente y sumamos los nimeros de la columna.
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3 0 -3 -8 -—-10
l +

2 6
3 6

7. Repetimos el procedimiento desde el paso 5 reiteradas veces hasta completar.
3 0 -3 -8 -10

l + + + +
2 6 12 18 20
3 6 9 10 | 10

O - Los coeficientes del cociente C(x) y el resto R(x) aparecen en la dltima fila.

- Dado que dividimos por un polinomio de grado 1, el resto sera el polinomio nulo o
un polinomio de grado cero (una constante) y se obtendra en el Gltimo lugar.

- El polinomio cociente tendra un grado menos que el dividendo y sus coeficientes seran los
valores que aparecen en la Gltima fila, ordenados de forma decreciente.

-R(x) =10 y C(x) = 3x3 + 6x% + 9x + 10.

- Por el algoritmo de la division podemos afirmar que 3x* —3x?—8x—10 =
(3x3 +6x%2+9x +10)(x —2) + 10

Valor numérico de un polinomio

El valor numérico de un polinomio P(x) en un numero determinado a € R es el valor que se
obtiene al sustituir la variable x por a y realizar las operaciones correspondientes.

El valor numérico de un polinomio P(x) en a se expresa P(a)

Ejemplo
El valor numérico del polinomio P(x) = 5x* — 4x? + 6x — 1 en 2 es el nimero

P(2) =5(2)*—4(2)?+6-2—1=75

Teorema del resto

Dados los polinomios P(x) y (x — a), el resto R de dividir P(x) por (x — a) se obtiene al
sustituir la variable x por a en el polinomio P(x) y se expresa como

R =P(a)
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Ejemplo

En la division anterior, el resto de dividir P(x) = 3x* — 3x? — 8x — 10 por (x — 2), puede

obtenerse por el teorema de resto, sin realizar la division.
R=P(2)=3.2*-3.22-82-10=10

2.4.2. Raices de un polinomio

Definicion

Un ndmero real a es raiz de un polinomio P(x) si y solosi P(a) = 0.
En simbolos

aesraizde P(x) & P(a) =0

Si a es raiz de un polinomio, por el algoritmo de la division y el teorema del resto,
podemos expresar

P(x)=(x—-a).C(x) , Ca)+0
Y podemos decir

P(x) es divisible por (x —a) 0 P(x) es multiplo de (x — a)

Ejemplos

1) Decidir si 2 y —3 son raices del polinomio P(x) = x? + 5x — 14.

Calculamos P(2) y P(—3) para determinar si 2 y —3 son raices del polinomio P (x).
P(2) =4+ 10— 14 = 0, concluimos que x = 2 es raiz de P(x).

P(—3) =9 — 15— 14 = —20 # 0 entonces x = —3 no es raiz de P(x).

2) Encontrar las raices del polinomio Q(x) = x? — 4.

Para ello debemos determinar los valores de x tales que Q(x) = 0. Este problema se reduce
a resolver la ecuacion

x2—4=0
x? =4
Jx? =4
x| =2 & x=206 x=-2

Las raices del polinomio Q(x) sonx; =2 y x, = —2
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3)SeaT(x) = 2x3+ 8x?—2x— 8

a) ¢T(x) esdivisible por (x + 4)?

b) ¢Podemos conocer alguna raiz?

c) ¢Cuéles son todas las raices reales de T (x)?

a)Para responder la primera pregunta debemos conocer el resto de la division de T (x) por
(x + 4). Tenemos dos formas de proceder: realizar la division de T'(x) por (x + 4) 0
utilizar el teorema del resto. En este caso, vamos a dividir usando la Regla de Ruffini:

2 8 -2 -8
—4 -8 0 8
‘ 2 0 -2|0

El resto de esta division es nulo y el cociente es C(x) = 2x? — 2.
Concluimos que T (x) es divisible por (x + 4).
b) De lo obtenido en a) podemos decir que (—4) es raiz de T'(x).

c) Por el algoritmo de la division, T(x) = 2x3 + 8x? — 2x — 8 = (2x% — 2)(x + 4). Para
determinar las raices del polinomio T (x), usamos la definicién de raiz de un polinomio, y
resolvemos la ecuacion T'(x) = 0.

Tx) =0 (2x2-2)(x+4) =0

Por la propiedad del producto igual a cero escribimos las dos ecuaciones siguientes
x+4=0 6 2x>?-2=0=>x*=1

De la primera ecuacion obtenemos que x = —4 y de la segunda ecuacion, x =1y x = —1;
todos estos valores de x son raices del polinomio T (x).

4) Sea S(x) = 5x% —2x% + 5x — 2
a) Verificar que x = %es raiz de S(x).
b) ¢S(x) tiene otras raices reales ademas de x = % ?

1 , . q . L, .
a) Para comprobar que x = > esraiz del polinomio S(x) determinamos el valor numérico
. . 1
del polinomio en >

s(5)=5() -36) +5()-3=0
2/ T\2 2\2 2) 2
b) De lo realizado en a) podemos decir que S(x) es divisible por { x — %)

Utilizando la Regla de Ruffini, dividimos S(x) por (x—%) y obtenemos el cociente
(5x2 + 5). Finalmente, podemos escribir:

5x3—5x2+5x—5=(5x2+5)(x—1>
2 2 2
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Para hallar otras raices debemos resolver la ecuaciéon

5 5 1
5x3—§x2+5x—§=0 s (5x2+5)(x—§)=0

Por la propiedad del producto igual a cero, podemos escribir

5x24+5=0 éx—%=0=>x=%

La primera ecuacion no tiene solucion en el conjunto de los niumeros reales.

.z 1 , . ,
De la segunda ecuacién tenemos x = 5 quees la Unica raiz real de S(x).

@ En los ultimos dos ejemplos los polinomios son de grado tres, T (x) tiene tres raices
reales y S(x) tiene una Unica raiz real. Este hecho esta relacionado con el siguiente
enunciado
”Un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales”

El siguiente teorema nos ayuda a determinar las raices racionales de los polinomios con
coeficientes enteros.

Teorema de Gauss

Si una fraccion irreducible s es raiz de un polinomio P(x) con coeficientes enteros entonces
p divide al término independiente y g divide al coeficiente principal.

El procedimiento para encontrar las raices racionales, si existen, de polinomios con coeficientes
enteros, es:

1. Hallar los divisores p del término independiente y los divisores g del coeficiente principal.
2. Formar con ellos fracciones p/q que son las posibles raices.

3. Utilizar el teorema del resto o la Regla de Ruffini para determinar si algunas de las fracciones
es raiz.

Ejemplo

Dado el polinomio Q(x) = 3x3 + 12x2 + 36x + 81, encontrar sus raices por el método de
Gauss.

Sabemos que Q(x) tendra 3 raices reales como maximo, pues el polinomio es de grado 3.
Coeficiente principal: 3

Coeficiente independiente: 81

p: divisores de 81: +1; +3; +9; +81

q: divisores de 3: +1; +3

Las posibles raices se obtienen formando fracciones §
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1
P-4 £3:29,481; 427,
q 3

Este conjunto de nimeros es un conjunto de “candidatos” a ser raiz racional del polinomio
Q(x), segun el teorema de Gauss.

Desde ya, no todos estos valores pueden ser raices de Q(x), ya que Q(x) tiene grado 3y alo
sumo tiene tres raices.

Para determinar las raices, sustituimos, en el polinomio P(x), la variable x por las fracciones
P obtenidas:

q

P(1) =3.13 + 12.1%2 + 36.1 + 81 = 132 # 0, por lo tanto 1 no es raiz.

P(-3) =3.(-3)3+12.(—3)? + 36.(—3) + 81 = 0, por lo tanto —3 es raiz.
Si continuamos, comprobaremos que la Unica raiz racional del polinomio es —3.

2.4.3. Factorizacion de polinomios

Polinomios primos

Un polinomio P(x) de grado n > 1 (grado no nulo) es primo cuando no puede ser expresado
como producto de dos 0 méas polinomios de menor grado.

Los unicos polinomios primos con coeficientes reales son los polinomios de grado uno
(lineales) y los polinomios de grado par que no tienen raices reales.

Ejemplos

Algunos polinomios primos son
x—1, 2x + 1, x2+1

Polinomios reducibles e irreducibles

Un polinomio es irreducible si es primo o si esta expresado como producto de polinomios
primos. En caso contrario, se dice que el polinomio es reducible.

Descomposicion factorial

Si un polinomio reducible P(x) esta expresado como producto de polinomios de menor grado,
se dice que esta factorizado.

Un polinomio puede tener distintas factorizaciones, pero sélo una de ellas recibe el nombre de
descomposicion factorial.

Ejemplos

1) El polinomio P(x) = 2x3 + 8x? — 2x — 8, como ya vimos en un ejemplo anterior,
puede ser expresado de la siguiente forma

P(x) = (2x2 - 2)(x + 4)
Esta es una factorizacion de P (x).
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2) Vimos que las raices de 2x? — 2 son 1 y —1, entonces este polinomio es divisible por
(x + 1) y también por (x — 1).

Dividiendo P(x) por (x + 1), usando la regla de Ruffini, tenemos

2 0 -2
-2 2
12 2| 0

2x2—2=2x-2)(x+ 1)

-1

Por lo tanto
Px)=2x—-2)(x+ 1)(x+4)

Esta es otra factorizacion del mismo polinomio.

Como (2x —2) = 2(x — 1) por la propiedad distributiva, finalmente tenemos:
P(x) =2x—1D(x+1)(x+4)

Esta Gltima factorizacion se llama descomposicion factorial.

Una factorizacion de P(x) es su descomposicion factorial si sus factores son el coeficiente
principal y polinomios primos ménicos.

Técnicas basicas de factorizacion de polinomios

Factor comun

Consiste en buscar el maximo factor comin del polinomio, que es una expresion del grado
mas alto que divide a cada término del polinomio.

Ejemplo

Para el polinomio W(x) = 9x* + 6x% — 3x

3x es la expresion de mayor grado que divide a 9x*, 6x2 y 3x, por lo tanto, 3x es el maximo
factor comun
W(x) =3x(3x3+2x — 1)

Factor comun por grupos
Esta técnica sélo puede ser aplicada a polinomios con una cantidad par de términos.

Consiste en extraer el maximo factor comin en cada uno de los grupos formados
convenientemente. Luego se extrae nuevamente factor comdn, como lo ilustra el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo

Para factorizar el polinomio Z(x) = 2x> + 4x3 — x? — 2 usando el procedimiento factor
comun por grupos, asociamos los términos convenientemente

Z(x) = (2x° + 4x3) + (—x%2 = 2)
Sacamos el maximo factor comun en cada grupo y tenemos
Z(x) =2x3(x2+2) — (x* +2)
Como la expresion (x? + 2) es un factor comdn, escribimos
Z) =2 +2)(2x3-1)

Diferencia de cuadrados

Al invertir el producto notable para la suma y resta de dos términos se obtiene un método para
factorizar una diferencia de cuadrados.

Si Ay B son dos expresiones algebraicas entonces
A>—B?=(A+B)(A—B)

Ejemplos

Factorizar los siguientes polinomios utilizando el procedimiento correspondiente para una
diferencia de cuadrados

1) D(x) = 4x*—25 2) R(x)=x*-16
D(x) = (2x+5)(2x —5) R(x) = (x% — 4)(x% + 4)

Rx)=(x—-2)(x+2)(x*+4)

Trinomio cuadrado perfecto
Esta técnica de factorizacidn se basa en los productos especiales siguientes:

Si Ay B son dos expresiones algebraicas entonces

A% + 2AB + B? = (A + B)? A%? — 2AB + B? = (A — B)?

Ejemplos

Factorizar los siguientes polinomios utilizando el procedimiento correspondiente para un
trinomio cuadrado perfecto

— A2
1) T(x) =x*+6x+9 2) S()==x"—6x+9
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S(x)=x%2—-2-3-x+ 32

T(x)=x*>+4+2-3-x+32

T(x) = (x +3)2 S(x) = (x — 3)?

Factorizacion de un polinomio conociendo una raiz

Si tenemos un polinomio P(x) del cual conocemos una raiz a, sabemos que P (x) es divisible
en (x — a) y podemos escribir, por el algoritmo de la division (o usando la Regla de Ruffini),
P(x) = (x —a) - C(x). Es decir que (x — a) serd uno de sus factores de factorizacion.

Ejemplos
1) Hallar la descomposicion factorial del polinomio Q(x) = x3 + 4x2 + x — 6 sabiendo que
1 es raiz del polinomio.
Como 1 es raiz de Q (x) sabemos que (x — 1) divide a Q(x).
Dividimos, usando la Regla de Ruffini, y obtenemos
Q) =(x—1(x*+5x+6)

Si ahora factorizamos (x2 + 5x + 6) buscando sus raices con la formula resolvente,
obtenemos la descomposicion

Q) =(—D(x+2)(x+3)

2) Factorizar el polinomio P(x) = 2x3 + 6x% — 8x — 24
p: divisores del término independiente —24: +1; +2; +3; +4; +6; £8; +12; +24
q: divisores de 2: +1; +2
Las posibles raices se obtienen formando las fracciones S
(425 41, 42,4243, 44; +6,18; +12; +24]
En el polinomio P(x) sustituimos x por los nimeros del conjunto anterior:
P(1) =213 +6.12 — 8.1 — 24 = —24 # 0, por lo tanto 1 no es raiz.
P(=2)=2.(-2)2+6.(—2)?> —8.(—=2) — 24 = 0, por lo tanto —2 es raiz del polinomio.
Asi, P(x) es divisible por x + 2 y usando la regla de Ruffini, tenemos:

2 6 -8 -—24
—4 -4 24
2 2 -12 0

—2

C(x) =2x?>+2x—12
Por lo tanto
P(x) = (2x%2 +2x —12)(x + 2)
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Para continuar factorizando el polinomio P(x) podemos repetir el mismo procedimiento o usar
otros métodos de factorizacion.

Ejemplo

En este ejemplo, como el polinomio C(x) = 2x2 + 2x — 12 es de grado 2, podemos usar la
férmula resolvente para encontrar sus raices

—b +Vb% — 4ac
- 2a
—2+./22 - 4.2.(-12)
x= 2.2

Los valores 2 y —3 son las raices del polinomio C(x) = 2x% + 2x — 12. Su factorizacion
serd C(x) = 2(x — 2)(x + 3).

Finalmente, el polinomio P(x) queda factorizado de la siguiente forma
P(x)=2.(x+2)(x—2).(x+3)

X

En general, para hallar la descomposicion factorial de un polinomio podemos combinar las
técnicas de factorizacion eligiendo las mas convenientes.

Ejemplo

Hallar la descomposicion factorial del polinomio A(x) = (x* + 6x3 + 9x?)(x?% — 4).

Si bien el polinomio esta expresado como el producto de factores, no es su descomposicién
factorial.

En el primer paréntesis podemos usar la técnica de factor comin y nos queda
A(x) = x?(x®> + 6x +9)(x? — 4)

Podemos identificar que (x? + 6x + 9) es un trinomio cuadrado perfecto y que (x? — 4) es
una diferencia de cuadrados, al factorizar cada uno de ellos tenemos

x2+6x+9=(x+3)2?yx?—-4=(x-2)(x+2)
Por lo que, combinando distintas técnicas, la descomposicién factorial del polinomio es
Alx) = x*(x +3)*(x —2)(x + 2)

Resolucion de ecuaciones polindmicas
Ahora estamos en condiciones de resolver ecuaciones polinémicas

ag+ a;x+ax*+-+a,x"=0 ,n€N
En un punto anterior ya resolvimos ecuaciones lineales y cuadraticas.

En los ejemplos dados a continuacién mostramos un procedimiento para resolver ecuaciones
polindbmicas de grado n > 3.

Ejemplo

Encontrar todas las soluciones reales de las ecuacion x3 + 4x? — 12x = 0
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Factorizamos la expresion algebraica del

S (o _ —
primer miembro sacando factor comun x oo i =12 =0
Por la propiedad del producto igual a cero x=0 V x2+4x—-12=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica x? + 4x — 12 = 0 se obtienen las raices
X1 = 2 ,y Xo = —6

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién x3 + 4x? — 12x = 0 son:
x1=2, x2=—6, X3:0

El conjunto solucion de la ecuacion x3 + 4x2 — 12x = 0 es: S = {—6,0,2}

44



MATEMATICA basica y sus aplicaciones O eacuLTAD OE
Modulo 0 r UNICEN - OLAVARRIA

3. Trabajo practico

3.1. NUmeros reales

1.

Leer cada afirmacion y decidir si es verdadera (V) o falsa (F) en relacion a los niUmeros
reales. Justificar las que consideres falsas.

Los nameros racionales incluyen tanto a los enteros como a los decimales.
Pi (m) es un numero irracional.

La suma de un ndmero racional y un nimero irracional siempre es irracional.
Todos los nimeros Naturales son Enteros.

La raiz cuadrada de un nimero negativo es un nimero real.
Los nimeros reales pueden representarse completamente en una recta numeérica.
Todos los nimeros Enteros son Naturales.

2.

Entre dos nimeros reales no siempre es posible encontrar otro nimero real.
La multiplicacién de dos nimeros irracionales no siempre resulta en un nimero irracional.

Completar los espacios en blanco de manera que se obtenga una relacion verdadera.
Utilizando los simbolos: €; ¢; c; &

1
-3 N Z N 21 R 3 Q

Q_R V2 Q N__ R ; I

Completar los espacios en blanco de forma que se obtenga una proposicién verdadera.
Utilizar los simbolos: = , > , < segun corresponda:

) 0,22 0,222 b)  —1,54 ~1,53
<) 1,34 1,34 d) T 3,1415
e) —e —2,718 f) 421 —421

Representar con simbolos las siguientes proposiciones:

a) —1 es mayor que —4

b) a es menor o igual que b.

€) x no es igual a —3.

d) b no pertenece al conjunto de los niUmeros naturales
e) El opuesto de un nimero a.

f) a; es un elemento del conjunto A

Calcular:

a) El 50% de 1474.

b) El 28% de 263.

c) ¢Qué porcentaje representa 41,05 de 8217

d) ¢Qué porcentaje representa el incremento que hay de 543 a 678,75?
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determinar el valor del modulo aplicando la definicion:
a) |7-—12] by |12-7|
¢ |-2]-13| d) lal

Determinar la distancia entre los siguientes pares de numeros en términos de valor
absoluto:

a) —7y3 b) —2y-8 c) 3yll

Determinar la diferencia entre el triple de la distancia entre —4 y 2 y el doble de la distancia
entre 8y —9.

Un suplemento proteico contiene 4 % de grasa, 64 % de carbohidrato y el resto de
proteinas. ¢ Cuantos gramos de cada nutriente contiene una porcion de suplemento? (Nota:
Considerar que 1 porcion =45 g)

-, . 7 5 1 .
Una aleacion esta compuesta por ) de cobre, w de plata y > de oro ¢Cuantos gramos de

cada metal habra en 34 g de aleacion? ;Qué porcentaje representa cada metal en la
aleacion?

Maria compra una bicicleta por $ 107 000. Luego de un tiempo la pone en venta
incrementando su precio original en un 40 %. Posteriormente, debido a que no puede
venderla, rebaja el precio en un 15 %. Finalmente vende logra venderla.

a) ¢Cual fue el precio de venta final?
b) ¢Cuénto dinero de mas hubiese obtenido si lo vendia en la primera instancia?

Una estancia tiene 480 ha. El 30 % de la mitad de la misma estd sembrada de hortalizas y
el resto se dedica al cultivo de frutos menores. ;Cuantas hectareas estan sembradas de
frutos menores??

En un campo destinado a la produccién de alimentos cuenta con una superficie de 260 ha.
De ellas el 20 % se destina al cuidado y pastoreo de ganado menor y el 50 % del resto esta
destinado a la horticultura. ¢ Qué superficie de la tierra en el campo se dedica al cultivo en
huerta?

Realizar las siguientes operaciones:

2) 1 3(0s 3 2 5 b) 1 1 (3+2>] 2(51 2)
3 ( _E)_§+E 3 |4 5 10/] 3\ 2
4 /1 2 2 3 1 E 3 1
2
0 BG-IG 0 Fnroee
5 \4 3 7 2 2 2,1 10 2
5t3 317

Calcular utilizando las propiedades de la potencia.
Q)  (-2)° ) —4? o) (_l>
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

_ A 37t
d (37 9 (3) n =
3 2
Simplificar las siguientes expresiones utilizando las propiedades de la potencia.
28 . 2—1
a = b) 310.373437
24

0 (233_222>2 ) <(b§>6 | b2>2

Identificar, si existe, el error en las siguientes expresiones y resolver de manera adecuada:

5
a) —22=4 b) (1) _ 1
2 32
-3 3 2\ 2 3 242 6 4 10
0 Z_ZEZE d) 3°+3 :(3 +3):3 + 3 :3_:38
5 23 8 3 32 32 32

Expresar las siguientes constantes empleando notacion cientifica y la unidad indicada:
a) Constante universal de los gases, R = 0.008214 kJ/mol - K
b) Velocidad de la luz: V = 299792458 m/s

Calcular y expresar el resultado en notacion cientifica:
3) 32 x 107V b) 6.25 X 107% -2

1.25 x 1073° 8.6252 x 10746 - 6.14 x 1014
Si es posible, calcular y verificar utilizando la calculadora:
a) 64 b) V-27 c) V=9

4 4 1\*
d Y6 €) (__)

25

Expresar en forma radical las siguientes potencias:
a) 53 b) 93 c) 7708 d) 16" e) 97

Identificar, si existe, el error en las siguientes expresiones y resolver de manera adecuada:
3

2 Vab=+vavh 0 2o @y
32 3
) VET3=vE+3 9 V5 =5

Realizar las siguientes operaciones:

2, 1 1,
) < V=27 + E\/(—5)2 —~ E‘/(_2)6
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0 fer - @]

1 3/128
C) —§/1_6+§' 74‘33\/250

24. Racionalizar las expresiones simplificando siempre que sea posible:

a) L b) ! c) i
32 1++5 2vV3 -5
25. Verificar las siguientes igualdades:
V2 -2 1 L
vy At D TTETwEa
26. Completar la tabla usando la forma que corresponda:
Forma logaritmica Forma exponencial
3% =81
1
logi62 = 7
25%/2 = 125
1
log, (E) =-2
6423 = 16
1
logs (E) = -3

27. Calcular los siguientes logaritmos y verificar los resultados utilizando la calculadora:

a) log0,01 b)  logss6 ¢) log,V8
d)  log,s V25 e) logy;32777 f)  logy3277°

28. Si se conoce que:

log(x) = 0.3 log(y) = 0.47 log(z) = 0.69 log(t) = 0.84
Calcular, sin utilizar calculadora, el resultado de cada expresion:
3

) loglx-y?) —log(x) +log ) B)  log (%) ~log ;)
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3.2. Expresiones algebraicas

1. Escribir una expresion algebraica en cada caso:
a) El siguiente de un nimero natural.
b) La suma de un nimero natural y su siguiente.
c) El perimetro de un rectdngulo del cual se conoce que la altura es igual a la base
aumentada en 3.
d) La tercera parte de la suma entre un nimero real y tres.
e) El area de un triangulo rectangulo cuyo cateto mayor es el menor aumentado en dos.
f) La mitad de la diferenciaentre a y b.

2. Resolver las siguientes ecuaciones lineales en una variable. Comprobar que el valor
obtenido, si existe, es solucion de la ecuacion:

a) 5x +2=-18 b) 15—x=2x—-3(x—5)
(2x + 10)
2

3 - 5
c) x + 7x=; d  x-4-(2x+9)=-

3. Enunrectangulo ABCD se conoce que la longitud de su base es el triple de su ancho y su
perimetro es de 72 m. Calcular las dimensiones del rectangulo.

4. El sector de pasto en una granja tiene forma rectangular, su perimetro es igual a 2640 m.
Sabiendo que su ancho es un décimo de su largo. Determinar el area destinada al pastoreo
en la granja.

5. Una tienda de electronica actualiza los precios en sus equipos, incrementando un 15% el
valor de sus productos. Si Lucas compr6 una calculadora graficadora por $ 35075 ¢ Cuél
era el precio antes del aumento?

6. Resolver las siguientes desigualdades lineales y representar el conjunto solucién en la recta

numérica:
1
a) 2—-x<5 b) x+4<§(2x+10)
1
c) x+3>§(2x+6) d 2x—13<9-—2x
x—8
e) >x — (3x +2)

7. Juan tiene $ 6800 para repartirlos entre sus dos hijos, Ana y Rodolfo. Si a Ana le da el
triple que a Rodolfo, ¢cuanto dinero recibe cada uno?

8. Lacarga méxima que puede transportar un camion es de 40000 kg. Si se sabe que en cada
viaje transporta como minimo 6000 kg, ¢cuantos paquetes de 90 kg puede transportar en
cada viaje?

9. Encontrar, si existen, las soluciones reales de las siguientes ecuaciones. Verificar la/las
soluciones obtenidas:

a) x2—9=0 b) x24+4=0 c) (x+3)(x-5=0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

d) x_%x2:x2+4 &) (x2—4) (%45 =0

Usando el discriminante, indicar cuantas raices reales existen en cada caso:
a) 4x> —3x+1=0 b) —5x2+2x=0

c) x*+6x=-9 d x*=-5-3x

Determinar el/los valor/es de k en las siguientes ecuaciones, para que sus raices cumplan
la condicion en cada caso:

a) Laecuacion 3x2 + 5x + k = 0 tenga dos soluciones iguales.
b) La ecuacién %xz + k = 0 no tenga soluciones reales.
c) Laecuacion 20 = —kx? + 7 tenga dos soluciones distintas.

Si la diagonal de un rectangulo mide 18 cm y uno de los lados 7 ¢cm ¢ cuénto mide el otro
lado?

Determinar la altura y el area de un triangulo equilatero de lado v11 m.

Un jardin rectangular tiene 2.400 m? de superficie y mide 20 m menos de ancho que de
largo. ¢ Que dimensiones tiene el jardin?

Juan quiere construir una cerca perimetral en su terreno de 2500 m?, que esta formado por
dos parcelas cuadradas. Una de ellas mide 10 m de lado méas que la otra.

a) Plantear la ecuacién que permite calcular la medida del lado de cada parcela.
b) Calcular el perimetro del terreno de Juan.

Indicar el grado y el coeficiente principal de los polinomios:
2 5

a) P(x)=5x3+%+2x b) Q(x)zx—%—20x2+1

C)  R(x)=(2x?)*-2x

Hallar el valor de h y k sabiendo que P(x) = Q(x) siendo:
PxX)=x*—hx3+Bk+1Dx+10 ; Q) =x*—10x3+12x+10

Hallar h, k vy j, sabiendo que:
1
P(x) =3hx?>+5kx+j ; Q(x) =§x2—kx—2

P(x) — Q(x) = 4hx? —;x —8j

Dados los polinomios:

1
P(x)=x2+2x—§ ; Q(x)=3x-5 ; R =x>-x+1
Calcular las siguientes operaciones:
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

a)  3P(0)+Q(x) b) Px)-Q(x)—R(x) © [Q@]*+(x+2)
Hallar el cociente y el resto que resultan de dividir P por Q y decidir si “Q divide a P”:
P(x) =x*+5+2x3—-6x% ; Q(x)=x%+2x

Sea el polinomio P(x) = 2x3 — 16x? + x — 1, determinar el polinomio divisor Q(x) tal
que el cociente C(x) sea 2x y el resto R(x) sea x — 1.

Encontrar el valor numérico de los siguientes polinomios:
a) Px)=x-2(2x%2-3) parax = —5

b) Q(x)=-2x*+5x3+7x*-9x+6 parax = 3

¢Cudl es el resto de la division (x3 + 3x% — 7x + 6) + (x + 2)? ¢(Es x = —2 raiz del
polinomio?

¢Para qué valor de k la division (x3 + kx? + 6) = (x + 1) es exacta?
¢Es P(x) = 2x3 — 7x% — 2x + 7 mltiplo de (x — 1)?

Hallar las raices reales, si existen, de los siguientes polinomios:
a) Plx)=x*-81 b) P(x)=x?+6x

c) Px)=(@x-2)(x*2-9) d P(x)=3x*-2x%>+3

Factorizar el polinomio P(x) = —48 — 8x3 + 44x + 14x%—2x* sabiendo que 1, —4 son
raices. Escribir el polinomio de la forma factorizada.

Hallar la descomposicion factorial de los siguientes polinomios. Indicando las raices reales:
a)  P(x)=16x2—25 b) Q(x)=—-x?+20

C)  R(x)=2x3—14x—12

Resolver las siguientes ecuaciones en el conjunto de los nimeros reales R. Verificar en la
ecuacion la/las soluciones obtenidas:

a) 3tP—-t*=0 b) 5x3—-x2=0

) 7h+2h®=-9 d  Gx*+2)x*-2x)=0
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4. Respuestas

4.1. NUmeros reales

1. V
\Y
V
V
F
\Y
F
F
\Y
2.
(ra € €
C C &
3.
a) < b) <
c) < d >
e > h >
4.
a) -1>-4 b) a<b
) x#-3 d be¢N
e) -—a f) a, €A
5.
a) 737
b) 73,64
C) 5%
d) 25%
6.
a 5 b) 5
asia=0
c 6 d) lal= {—a,si a<0
7.
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a) 10 b) 6 c) 8
8. —16
9. Grasa: 1.8 g Carbohidratos: 28.8 g Proteinas: 14.4 g
10. Cobre: 9.91 g (29.17%), Plata: 7.08 g (20.83%), Oro: 17 g (50%)

11. a) $127.330 b) $22.470
12. 408 ha
13. 104 ha
14.
a 163 p 13
30 20
5 g 270
81 715
15.
1 1
a —-32 b) —— c) —
) ) 16 ) 49
1 27 1
d — g) —— Z
) 27 ) 8 D 6
16.
a) 23 by 2.37
c) 27° d p*
17.
1
a —4 b —
) ) 3
1
o) d) 144
) 70 )
18.
kj

a R =8314x 1073
) mol. K

m
by N, = 299792458 x 108?

19.
a) 2.56x10% b) 2.36x10%8

20.
a) 2 by -3 c) 4
d 2 e) 25
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21.
a) V5 b) 381 = d) V16 e) 75
22.
a) Correcta §
9
) 8 Correcta
23.
9
a —_
) 10
10
b -
) 7
41
) —32
3
24,
2 1 5 6 + V15
a) £ b) ___|_£ C) V15
6 4 4 7
25. -
26.
Forma logaritmica Forma exponencial
log; 81 =4 3* =81
1 1/4
10g16 2 = Z 16 == 2
3
log,s 125 = 5 253/2 = 125
g7 () = -2 o
%67\49) = 49
2
logs 16 = 3 64%/3 = 16
logs ( - )=-3 5% = —
°8s\125) ~ ~ 125
27.
1 3
a -2 by = g =
) ) 5 ) 5
1
d = e) 6 f) 9
5
28.
a) 157 b) 2.19
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4.2. Expresiones algebraicas

10.

11.

3)
b)

c)
d)
e)
f)

a)
c)

n+1, neN
2n+1, neN
41+ 6, leR*

1
§(x4—3), x €ER
1
Ex24—x, x € R*

1

5(a=b)

S = {—4} b)
1

s=1{3) D

Ancho: 9 m, largo: 27 m.

Area: 144000 m?

$ 30500
a) S=(-300) b)
) S=R d)
e) = 2

5= [‘ﬁ"”)

Ana recibe $5100 y Rodolfo $1700.

S=R
§=0
§=0

11
S::(—am——

El camion transporta entre 67 y 444 paquetes en cada viaje.

S ={-3,3} b)
S=0 e)

No tiene solucion real

Dos raices reales iguales.
Unica solucion.

S ={-22)

b)  Dos raices reales y distintas.
d)  No tiene solucion real
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

b) k>0

c) k<O

275 cm

V33 V363
2m ; 7 m
60m X 40m

21%2 + 201 — 2400 = 0 ; I: lado de la parcela

220m

a gr(P)=3; az3=5 b) gr(R)=5 a5=—%
c) gr(R)=8 ag =16

h=10 y k==

h=-1/2 k=-1/4 j=-2/9

a) 3x2+9x—12—3 b) 2x3+x2—22—1x+% C)  9x% —29x + 27
C(x) =x*—6 ; R(x)=12x+ 5, por lo tanto Q(x) no divide a P(x)

Q(x) = x*> —8x

a)  P(=5)=-329

b) @@3)=15

R(x) = 24. Noesraiz

k =-5

Si

a x=-9,x,=9 b) x,=0, x,=-6
) x,=2,x,=3,x3=-3 d)  No tiene raices reales
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27. Px)=-2(x—-Dx+4Dx+3)(x—-2)

28.
a) P(x)=16(x—%)(x+—
) R(X) =2(x-3)(x+D(x+2)
29.

a) S={-3013}

) S={1

5
4

)
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6. ANEXO

Simbolo Significado
= Igual a ...
# Distinto o no esigual a ...
= Aproximadamente igual a ...
S Mayor que ...
- Menor que ...
> Mayor o igual que ...
< Menor o igual que ...
3 Existe

Z No existe
/ Tal que ...
v Para todo ...
Por lo tanto ...

= Implicacién, entonces ... (condicidon necesaria)
- Doble implicacion, si y sélo si ... (condicién necesaria y suficie
& Pertenece ...
P No pertenece ...
- Incluido en ...
%) Conjunto vacio
U Unioén
s Interseccion

()

Notacién de conjunto

Disyuncion, “o

\"4
A Conjuncion, “y”
5 Infinito
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Perimetros, areas y volumenes

Figuras planas AREA PERIMETRO
b-h
Ay = 2” Px=a+b+c
Tridngulo
by hy,: base del triangulo y su altura a, b y c: longitudes de los
b relativa. lados.
Apg =b-hy Pagcp = 2-(a+b)
Paralelogramo .

by hy: base del para!elogramo ysu a y b: longitudes de los lados.

altura relativa.

Apece =b - h Pagcp =2 (b +h)
Rectangulo

— >

b y h: longitudes de los lados.

D-d
ARombo = T Prompo =4 a
Rombo
D vy d: longitudes de las diagonales. a: longitud de los lados.
Acuaa = a’ Peuga =4-a
Cuadrado
a: longitud de los lados. a: longitud de los lados.
(B +b)
- Arrapecio = Y “h Prrapecio =a+b+c+d
B y b: longitudes de las bases. a, b, ¢ y d: longitudes de los
B
h: longitud de la altura. lados.
PT a
p =7
Ap regular = 2 Pr=n-a
Poligono _
) . a: longitud de los lados.
regular Py : el valor del perimetro.
) . n: cantidad de lados del
a,, : longitud de la apotema. i
poligono.
N 2 L =2nr

A=m-r

Circunferencia
y circulo

A = area del circulo

] ) ) L: Longitud de la circunferencia.
T : radio de la circunferencia

dh
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Cuerpo Figura Superficie VVolumen
Cubo A =6a’ V=al
- Area lateral: 2rrh V=m-r?-h
Cilindro Avrea total: 2rrh + 27r?
Area lateral: T -1 g 2.y
r: radio de la base m-re-
Cono g: generatriz V= T
Atotal =m-r? tmreg
) 4
Esfera S=4-m-r V=§-n-r3

Aiorar = area lateral + +2 - area de la base
Prisma rectangular V=a'b:-c
A = 2ab + 2ac + 2bc

El volumen es
igual ala
superficie de la
base por la altura

Prisma triangular Aiora = érea lateral + 2 - area de la base
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