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SUMARIO

En CAPITULO 1 se realiza la descripcion del problema analizado y se detallan

objetivos y alcance del presente trabajo de tesis.

En CAPITULO 2 se presenta la revision bibliogréfica sobre el tema, detallandose

antecedentes sobre estudios tedricos, numéricos y experimentales.

En CAPITULO 3 se realiza una revision sobre los Fundamentos de la Elasticidad
constituyendo el marco tedrico, de importancia para el desarrollo de los temas
centrales abordados en la presente tesis.

En CAPITULO 4 se realiza una revision de los Modelos o Teorias Constitutivas
para solidos, haciendo especial hincapié en las Teorias de la Elasticidad y del
Flujo de la Plasticidad que se utilizan en esta tesis.

En CAPITULO 5 se realiza una descripcion sintética del Método de los Elementos
Finitos utilizado en el presente trabajo y de los pasos necesarios para su

implementacion computacional.

En CAPITULO 6 se presentan los diferentes modelos estudiados a través del
Andlisis Numérico. Posteriormente, se realiza el analisis y comparacion de los

resultados obtenidos con los reportados en la bibliografia consultada.

En CAPITULO 7 se presentan las conclusiones y las recomendaciones para

futuras investigaciones.
En APENDICE Y BIBLIOGRAFIA se realiza la analogia del problema en estudio

con el de flexion en vigas y se indica la bibliografia consultada para el presente

trabajo.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA EN ESTUDIO

Los sistemas de pernos anclados en hormigon se presentan con asiduidad en
la practica de la Ingenieria Estructural, tal es el caso de sistemas prefabricados,
construcciones nucleares, sistemas de amarre contraviento, fundaciones de
maquinas, fundaciones de estructuras, elementos no estructurales colgantes,
anclajes, uniones de componentes de viviendas y de estructuras prefabricadas,
reparacion y refuerzo de estructuras existentes, etc. Particularmente, en la
evaluacion de estructuras de hormigén se utilizan como método no destructivo
para determinar in situ la resistencia del hormigon.

A pesar de los innumerables ejemplos de pernos anclados en materiales
cohesivos sometidos a traccion no se logré hasta el presente un conocimiento
acabado o, mejor dicho, un criterio unificado, sobre el mecanismo de
comportamiento y falla de los mismos bajo cargas estaticas o dinamicas. La
falta de dicha unicidad de criterios se observa, ademas, en las discusiones
referentes al tipo de resistencia del hormigon que efectivamente se mide con el
ensayo de pernos anclados en hormigon: la de traccion, la de compresion, o la
de corte. También respecto de la influencia de parametros geométricos del
sistema en la ductilidad y capacidad del ensayo de extraccion.

Dada la gran utilidad, el estudio del comportamiento de falla de pernos
anclados en hormigon se constituye en uno de los temas de actualidad, sobre
todo en lo referente a la determinacion precisa de la carga ultima de disefio.

De acuerdo a lo antes indicado los sistemas de pernos anclados en hormigén
constituyen un atractivo problema de estudio.

En el presente trabajo de tesis se particularizara el estudio al Ensayo de
Extraccion de pernos metalicos con cabeza anclados en hormigén que se

detalla a continuacion.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

1.1.1 EL ENSAYO DE EXTRACCION PARA LA EVALUACION DE LA
RESISTENCIA DEL HORMIGON

En muchas ocasiones, se presenta la necesidad de determinar ciertas
caracteristicas y condiciones del hormigon en servicio. La valoracion “in situ”
de la calidad del hormigdn cobra importancia en aquellas ocasiones en que es
necesario evaluar estructuras de hormigdn que presentan ciertas anomalias
visibles como por ejemplo agrietamientos, ataques quimicos, etc., como
también cuando existan dudas respecto a la capacidad para soportar cargas,
fundamentalmente en aquellos casos en los cuales se cambia el destino de la
misma. Por otro lado, dado el uso recurrente de pernos anclados en hormigén
es necesario poder predecir con precision la capacidad de los mismos frente a
fuerzas de extraccion.

La evaluacién del hormigén endurecido de estructuras construidas o en etapa
de construccion, se efectia mediante la valoracion de su resistencia a
compresion, denominada “resistencia efectiva”, ya que en forma directa o
inversa refleja la mayoria de las otras propiedades del material.
Tradicionalmente, la evaluacion de la “resistencia efectiva” se realiza mediante
ensayos sobre muestras extraidas de la propia estructura. Esta tarea muchas
veces es impracticable por razones de tiempo, por razones econdmicas o
técnicas. Mas aun existen casos particulares, como el hormigén gunitado en el
cual no es posible el ensayo en probetas, segun el método convencional,
convirtiéndose el ensayo de extraccion en una alternativa valida y excluyente.
Es por ello, que se recurre cada vez con mayor frecuencia y desde hace varias
décadas a la utilizacion de los Ensayos No Destructivos (END), con el fin de
evaluar la calidad del hormigon “in situ”. Mediante los mismos se pueden
determinar distintas caracteristicas del hormigén sin provocar dafios o
destruccidn significativos del elemento en estudio.

Debe quedar claro, sin embargo, que mediante los END disponibles en la
actualidad, no pueden obtenerse valores absolutos de resistencia, la que
solo

puede determinarse cargando muestras hasta su falla o destruccion. No
obstante, se puede determinar la resistencia buscada mediante una correlacién

con el parametro medido.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

La clasificacién de los END puede realizarse desde dos puntos de vista, uno en
funcion del tipo de caracteristica que evalla el ensayo y otro de acuerdo a la
alteracion que puede originar su aplicacion. De esta forma se pueden
diferenciar a los END considerados en netamente “no destructivos” y en
“semidestructivos” que son aquellos que producen una pequefia destruccion
superficial del material. De todos modos, a ambos ensayos se los agrupa,
cuando se desea evaluar la calidad del hormigon de una estructura, en los No
Destructivos.

El Ensayo de Extraccion es un método de arrancamiento que se encuentra
dentro de los métodos semidestructivos. Fue propuesto en Rusia por
Skramatajew, B., (1938), y modificado varias veces hasta que un detallado y
extenso estudio experimental llevado a cabo por Kierkegaard-Hansen, P.,
(1975) permitié definir la configuracidon méas conveniente en la cual se introdujo
un anillo de reaccion al ensayo axialsimétrico de extraccion en hormigon tal
como se observa en la Figura 1.1. El ensayo consiste en determinar la fuerza
necesaria para desprender y arrancar del hormigén endurecido, un inserto de
forma y dimensiones establecidas. El inserto es una barra de acero de alta
resistencia de diametro d y longitud Iy con cabeza de diametro D.
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Figura 1.1: Configuracion del Ensayo de Extraccién

A pesar que el ensayo de extraccion obtuvo rapidamente una gran aceptacion
por su simpleza y bajo costo, se desarroll6 paralelamente una fuerte
controversia acerca de su mecanismo de falla.

Con el propoésito de dar respuesta a este interrogante se llevaron a cabo en el
mundo entero programas de investigacion experimentales y numéricos. Prueba
de ello, es la invitacion que RILEM TC 90-FMA, (1991) realiz6 a la comunidad
cientifica experimental y teérico-numérica, a efectos de dilucidar el problema
mecanico involucrado en el pull-out test como se denomina al Ensayo de
Extraccion en la literatura inglesa.

No obstante, hasta el presente no se ha logrado un conocimiento acabado
sobre el mecanismo de comportamiento y falla de dichos sistemas bajo cargas

estaticas o dinamicas.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

1.2 OBJETIVOS Y ALCANCE DE LA TESIS

El objetivo general del presente trabajo es, a través de la simulacion numérico-
computacional, analizar las predicciones elasticas y elastoplasticas bajo
estados tensionales planos, del mecanismo de respuesta de sistemas
estructurales constituidos por pernos metalicos con cabeza anclados en
hormigon y sometidos a fuerza de extraccion. En particular, se analizara la
influencia de la geometria y de la ley constitutiva disipativa o no disipativa
considerada, en las predicciones computacionales de falla del pull-out test.

Para alcanzar el objetivo general, se pretende también, por extrapolacion,
hechar luz sobre una de las incognitas mas relevantes que plantean estos
mecanismos estructurales, esto es, analizar la influencia del pardmetro material
mas representativo del hormigdn, la resistencia a compresién uniaxial, en la
carga ultima de extraccion de pernos anclados en hormigén. Estos estudios
permitiran definir mas detalladamente la viabilidad del Ensayo de Extraccion en
Hormigdn, el cual fue propuesto para medir la resistencia del hormigén. Los

resultados obtenidos se comparan con los reportados en la bibliografia.
La investigacion permitird ahondar en teorias de gran relevancia en la

Mecanica Estructural como es la Teoria del Flujo de la Plasticidad y otras

relacionadas con la aplicacion no lineal del Método de los Elementos Finitos.
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CAPITULO 2

ANTECEDENTES

2.1 INTRODUCCION

Numerosos estudios apuntan a encontrar una metodologia de disefio adecuada
para resolver el problema en cuestion, sobre la cual no existe aun acuerdo
dado los innumerables factores que influencian el mecanismo de falla que se
desarrolla en el Ensayo de Extraccion de pernos anclados en hormigén. Este
mecanismo, que en condiciones normales corresponde a un comportamiento
fragil cambia sustancialmente en virtud de las particulares condiciones
geomeétricas, de borde y de carga existentes (Sfer et al, 1998)

La capacidad ultima de corte y traccién de los anclajes esté influenciada por
uno 6 mas de los siguientes factores: geometria de la configuracion del
ensayo, resistencia a compresion uniaxial y/o a traccion uniaxial del hormigén,
tipo de agregado. Por otro lado, y como es de suponer afecta también la
capacidad de traccion el hecho que el anclaje se localice en la zona de traccién
0 compresion del miembro estructural.

La capacidad maxima de traccion de anclajes instalados en la zona de traccion
puede ser afectada por fisuras en el area del anclaje, lo cual deberia ser
tomado en cuenta en la determinacion de la capacidad de carga del anclaje en
hormigon.

Los factores antes mencionados influencian el modo de falla de anclajes
sometidos a cargas de traccion. Los modos de falla que se pueden presentar
segun Walther et al, (1991) son: falla conica del hormigdn, falla breakout, falla
por splitting del elemento estructural, falla blow-out del hormigon, falla del
acero, falla por deslizamiento, falla por adherencia, esta ultima es comun en
anclajes quimicos y grout.

A continuacion se describen cada uno de los modos de fallas enunciados
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CAPITULO 2 ANTECEDENTES

Cono de falla de hormigoén (Figura 2.1a): ElI hormigon falla en traccidén creando
un cono. Este tipo de falla ocurre generalmente cuando los anclajes son
hechos con aceros de alta resistencia ¢ para anclajes ubicados con poca
profundidad de embebido, caso tipico del Ensayo de Extraccion 6 pull-out test.
También es comun el cono de falla para grupos de anclajes 6 anclajes
individuales instalados cerca de un borde del sistema estructural. El cono
generalmente comienza en el borde externo de la cabeza del anclaje y se
propaga hasta la superficie del hormigén con un angulo de entre 30 y 45° con
respecto a la superficie horizontal. La profundidad del anclaje también tiene
efecto sobre la forma del cono el cual varia el dngulo de inclinacion con la
variacion de la profundidad embebida. Un cono con un angulo de inclinacion de
45° es generalmente aceptado en EEUU para la estimaciéon de la resistencia

pull-out del anclaje.

Falla breakout (Figura 2.1b): Este tipo de falla ocurre generalmente cuando los

anclajes son instalados cerca de un borde 6 esquina.

Falla del hormigdn por resquebrajamiento del miembro estructural 6 splitting
(Figura 2.1c): Este tipo de falla es comdn en anclajes instalados en losas y
vigas finas 6 en esquinas. En este modo de falla el hormigon de losas 6 vigas
falla en flexion. La capacidad del anclaje es mas grande que la carga causante

de la falla en flexion del elemento estructural.

Falla de acero (Figura 2.1d): En este caso el hormigon no falla produciéndose
la falla del acero cuando éste llega a su maxima capacidad de traccion.
Generalmente ocurre en anclajes instalados con profundidades embebidas de

nueve veces el diametro 6 mas.

Falla blow-out (Figura 2.1e): La falla lateral blow-out es causada por la presion
cuasi-hidrostética en el area de la cabeza, la cual produce una fuerza lateral
que causa la falla por formacion de un cono lateral en el area de la cabeza del

anclaje. Eso ocurre solo para pequefas distancias al borde.
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Falla por deslizamiento: En este caso el hormigdn en contacto con la porcion de

cabeza del anclaje 6 con el cuerpo de un anclaje falla en compresién

permitiendo que el anclaje se arranque del orificio.

Falla por adherencia: Esta falla es comidn en anclajes quimicos y grout, es
usualmente acompafiada por un pequefio cono de hormigén de profundidad
aproximadamente la mitad de del perno embebido.

En Figura 2.1 se observan algunos de los modos de falla antes enunciados.

a) Pullout

TF T T TF

b) Breakout c) Splitting

Fp

00 —

7

- Area: Pi.a(d+a)

/ Falla concreto
d) Falla acero e) Falla blow-out

Figura 2.1: Modos de falla de anclajes sometidos a traccion.
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El pull-out test, con condiciones geométricas particulares, es también utilizado
para la determinacion de la adherencia de armaduras. Este ensayo,
normalizado, sufri6 modificaciones en su geometria en 1983 respecto a la
version 1978. Esta modificacion fue realizada por la Comisiéon VI
“Reinforcement: Technology and Quality Control” del CEB, de acuerdo con
RILEM (Reunion International des Laboratories d’Essais de Materiaux) y se
refiidc a las dimensiones del bloque de ensayo para las armaduras de
diametros menores e iguales que 16 mm. Esto demuestra la influencia de la
geometria en la capacidad de los anclajes y por ende en el mecanismo de falla,
dado que antes de la modificacion se producian fallas por hendimiento
(splitting) que se pretendieron evitar con la modificacion segun Delibes Liniers
et al, (1985)

La influencia de la disposicién con respecto al borde del anclaje ha sido muy
estudiada existiendo muchos estudios que dan formulaciones empiricas para la
determinacion de la distancia al borde critica a la cual se produce un cambio en
el modo de falla, algunos de esos estudios se indican a continuacién

Para Furche y Elingehausen (1991) existe una distancia critica al borde (m¢) a
la cual el modo de falla cambia de estallido lateral (blow-out) a falla conica de
hormigon, que depende de la profundidad embebida (ly) y del area de apoyo de

la carga (Ap). Esta distancia critica esta dada por la siguiente expresion

0.3l,

En Figura 2.2 se observan los parametros geométricos que influyen el modo de

2.1)

falla
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c(mm) d
m(mm)
€|
=
]
&
[ ]

Figura 2.2: Denominacion de los pardmetros geométricos del sistema

Si se verifica que la distancia al borde m <m, entonces ocurrira falla blow-out.
Si se verifica que la distancia al borde m >m. entonces ocurrira falla cénica.

No puede darse una relacibn m/ly constante para el cambio de modo de falla
dado que también influye en la distancia critica, mc, el A,. Practicamente podria
decirse que el valor critico oscila entre 0.2 y 0.4.

Los mismos autores dan la distancia critica al borde para la cual el modo de
falla cambia de blow-out a rotura del acero, para una relacion recomendada por

ACI 349-85, ACI Committee 349, (1985) A, >1.5 A,

donde

m, = fiyd (2.2)
*(23.2./f'c)

Esta ecuacion se basa en la carga de falla promedio, si se considera un factor

de seguridad usando el fractil 5% de los resultados de los ensayos y aplicando

un factor de reduccion de la resistencia ¢=0.85 como propone ACI 349-85, ACI

Committee 349, (1985) dicha ecuacion se transforma en

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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f,.d

m, =W (2.3)

siendo

d = diametro del perno

ms = distancia al borde a la cual el modo de falla cambia de blow-out a rotura
del acero en [mm]

f.. = resistencia a traccion del acero [N/mm?]

A, = Area de apoyo de la cabeza del perno sobre el hormigén

As = Area de la barra [mm?]= 7z d%/4

Para Wiewel, (1991) existe una gran variacion en la informacién publicada, en
cuanto a la capacidad de carga de anclajes similares instalados en hormigén
de la misma resistencia producidos por distintos fabricantes, lo cual
desconcierta al disefiador que tiene que elegir el anclaje adecuado para
determinada aplicacion. Esto se explica por la gran cantidad de factores

(mecanicos y geométricos) que influencian este tipo de ensayo.

Las investigaciones realizadas hasta el presente permiten hacer la siguiente

clasificacion en los métodos de disefio, Wievel, (1991)

“Método de la tension de disefio” y “Método de la resistencia de disefio”.
En el Método de la Tension de Diseiio, el disefiador utiliza datos provistos por

el fabricante de anclajes o datos publicados por distintas organizaciones.

El Método de la Resistencia de Disefio es un método analitico aproximado que
utiliza ecuaciones de prediccion. Para ello las investigaciones realizadas sobre
el tema han arrojado numerosas ecuaciones como se detalla en el siguiente
punto.

Cualquiera sea el método de disefio adoptado, Wiewel recomienda que los
anclajes sean evaluados de acuerdo al tipo, tamafio y resistencia del hormigén.

Ademas, segun dicho autor, debera tenerse en cuenta si se lo instalara en zona

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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CAPITULO 2 ANTECEDENTES

de traccion 6 de compresion del elemento estructural a evaluar a fin de prever 6
no fisuraciébn en el hormigdn. Los reglamentos recomiendan el uso de un
coeficiente de seguridad adecuado a fin de calcular la carga de trabajo

permitida.

2.2 ESTUDIOS ANALITICOS, NUMERICOS Y EXPERIMENTALES

ECUACIONES DE PREDICCION DE LA CAPACIDAD DE TRACCION ULTIMA
PARA ANCLAJES FALLANDO POR FORMACION DE UN CONO DE
HORMIGON.

A fin de estudiar, por extrapolacion la viabilidad del Ensayo de Extraccion en
Hormigdén (pullout test) para medir la resistencia del hormigén se limita el
presente trabajo a analizar la capacidad de traccion de los anclajes fallando por
formacion de un cono de concreto.

Walther, et al, (1991) realizaron la comparacién de nueve ecuaciones de
prediccidon propuestas para medir la capacidad de anclajes traccionados que

fallan por formacion de un cono de hormigon.

Descripcion del cono de falla: Cuando un anclaje es cargado en traccion la
carga es transmitida a través de todo el cuerpo del anclaje por un mecanismo
de expansién del anclaje. EI mecanismo de expansidon es normalmente
localizado cerca del extremo del anclaje desarrollandose una fuerza lateral
normal a la pared del agujero, esta fuerza normal es necesaria para el
desarrollo de una resistencia friccional de la carga aplicada. Existen otras
fuerzas entre el agujero perforado y el anclaje que usualmente son ignorados.

Cuando la fuerza de tracciébn sobre el anclaje aumenta se desarrolla una
superficie de tensiones de tracciones principales dentro del hormigon radiando
desde el mecanismo de expansion hacia la superficie libre del hormigén. El
angulo medido desde el eje longitudinal del anclaje define la orientacién de la
superficie de tension principal de traccion y oscila entre 45° y 60°. Este angulo

tiende a aumentar con el aumento de la profundidad del inserto.

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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Eventualmente, la tensién de traccion sobre esta superficie excede la
resistencia a traccion del material y se produce la extracciébn de un cono de
hormigon. Una representacion esquematica del cono de falla se muestra en
Figura 2.3

Superficie de :faIIa
pseudoconica

Figura 2.3: Representacion esquematica del modo de falla cénica
A continuacion se dan las nueve ecuaciones empiricas de prediccion de la

capacidad de carga de anclajes que fallan por formacién de un cono de

hormigdn segun los distintos autores.

Tabla II-1: Ecuaciones de Prediccion de Pu

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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Notacion Autor Ecuacion de
Prediccién
ACI-PCI ACI,Comm.349 Shaikh & Yi (PCI) Az lg® S
BRA Braestrup, et al. 0.31 4% f'.
ELG Eligehausen 8.7 g4 2R
EFM Eligehausen, et al. 35.8l¢4"°
P-W Pussill-Wachtsmuth 3.84 IR
B&R Bode & Roik 28.7 14>
SCH Schwarz 22.2(I3)*f'¢
CAN Cannon A(lgtan @) ',

Siendo en la ecuacion de Schwarz ly'=l4-1¢
En la ecuacién de Cannon para lq < 7.5 cm entonces resulta 6= 62 - 1.11 |42
para 3"<lq<6” entonces resulta 6=45+ 0.79 (6-l4)*

para lg > 15 cm entonces resulta =45°

En el Figura 2.4 se comparan las ecuaciones de prediccion para resistencias

de hormigén entre 1000 y 8000 libras/pulgadas? [psi] y 1¢=5.9 pulgadas [in].
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ECUACIONES DE PREDICCION
. Prediccion de Pu en funcion de f'c
£ 150
£ 100 -
£
£ 50 1 —— —
s . T 1
©
@)
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Resistencia del Hormigdn (f'c) [psi]
—o— ACI-PCI ——BRA ELG EFM
—%—P-W ——B&R ——SCH —CAN

Figura 2.4: Curvas Carga Ultima Vs. Resistencia del Hormigon

En el Figura 2.5 se comparan las distintas ecuaciones empiricas de prediccion
para f.= 4000 libras/pulgadas?® y |4 variando entre 1y 10 pulgadas.
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ECUACIONES DE PREDICCION
Prediccion de Pu en funcién de Id

120
100

Carga ultima (Pu)[Kips]
o)
o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Profundidad del inserto (Id) [in]

—— ACI-PCI ——-BRA
—¥—P-W —o—B&R

Figura 2-5: Curvas Carga Ultima Vs. Profundidad del Inserto

Walther et al, (1991) utilizaron, para evaluar la seguridad de las ecuaciones
indicadas, una base de datos consistente en el resultado de 927 ensayos
realizados variando el rango de profundidad del inserto entre 1 a 8 pulgadas, la
relacion entre lg/d entre 1.5 a 8 vy la resistencia del hormigbn a compresién
entre 1500 a 7200 libras/pulgadas?.

Esta evaluacion les permitid observar que la ecuacion de Bode y Roik es la
que mejor predice el resultado de los 927 ensayos usados para testear la
propuesta de los autores indicados en el citado trabajo.

Asimismo, de Figura 2.4 se desprende que para los valores de resistencias
mas altos las ecuaciones propuestas sobreestiman el valor de la carga ultima.
En Figura 2.5, se puede observar que para los valores mas bajos de Iy las

predicciones subestiman la carga ultima y para los mas altos la sobreestiman.

Por otro lado, a fin de comparar diferentes métodos analiticos y numeéricos
RILEM TC 90-FRACTURE MECHANICS OF CONCRETE- APPLICATIONS
RILEM TC 90 FMA, (1991) realizé una invitacion para el analisis de un

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA

16



CAPITULO 2 ANTECEDENTES

problema estructural comuan. Este problema fue el de un perno anclado en un
blogue de hormigdn sometido a traccién (pull-out test) para lo cual propuso la
geometria y variantes de ella, condiciones de borde y propiedades de los
materiales con el objetivo de unificar el andlisis para la obtencion de la
capacidad, la curva tension-deformacion en estado plano de tensiones y
axialsimétrico y el mecanismo de falla del ensayo.

El planteo del problema, de acuerdo a Figuras 2.4 y 2.5, en la invitacion

mencionada fue el siguiente

Analizar y/o ensayar uno o ambos de los siguientes dos problemas, dando (como
minimo) los siguientes resultados:

a) Descripcién del modelo de analisis y/o método de ensayo.

b) Resistencia maxima o Carga pico.

c) Desplazamiento en el borde superior del anclaje (punto A de la figura)
correspondiente a la carga pico.

d) Mecanismo de falla.

Problema 1:

Estado plano de tensiones

b=100mm T F é
\

6d

SR

S S S

6d

Figura 2.6: Parametros geométricos del sistema en estado plano de tensiones

En la tabla siguiente se da la variacién de pardmetros recomendada
K=o K=o

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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d= 50 150 450 |d=150
a=d/2 X

a=d X X
a=2d X ® X X

En el caso de analizar una sola alternativa elegir &

Problema 2:
Estado axialsimétrico de tensiones

F
== ] ==
N N
L]
N N
3_\/\F Wﬁ
W Wﬁ

Figura 2.7: Sistema a analizar en estado axialsimétrico de tensiones

En la tabla siguiente se da la variacion de parametros recomendada.

K=0 K=o0

d= 150 d=50 150 450
a=d/2 X

a=d X X

a=2d X ® X

En el caso de analizar una sola alternativa elegir &

Cabe acotar que la nomenclatura de RILEM en lo que se refiere a los
parametros geométricos del problema en estudio difieren de los utilizados en el
presente trabajo y que se corresponden con las siguientes definiciones

a[mm]: distancia del eje del perno al eje del apoyo

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
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d[mm]: profundidad del perno embebida hasta la parte superior de la cabeza
“Imm]: didametro del perno anclado

En las Tablas II-2 y II-3 siguientes se transcribe el resumen de los resultados
de los distintos autores que respondieron a la invitacién, para los dos

problemas planteados.
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CAPITULO 2 ANTECEDENTES

De los resultados indicados precedentemente se destaca la contribucién de
Cardiff a través de su trabajo “Experimental Study of de Pull-out Test” de Barr
et al, (1991). En dicho trabajo experimental se realiz6 una serie de ensayos
utiizando hormigones normales y livianos para las distintas relaciones
geométricas propuestas por RILEM en su invitacion. En la Tabla II-4 siguiente
se detallan los resultados obtenidos.

Tabla lI-4: Carga ultima de los ensayos experimentales de Barr et al.

d[mm] a[mm] @mm] | fc[N/mm?] PulkN]
50 d 12 15.2 22.25
50 3d 12 12.3 22.50
50 d 16 12.3 22.50
50 3d 16 12.3 29.75
150 d 16 6.7 52
150 3d 16 6.7 115
150 d 25 6.7 57
150 3d 25 6.7 69
150 d 32 6.7 64
150 3d 32 6.7 62

En todos los casos el tipo de falla observada fue falla cénica.

En el trabajo de Etse, (1998) se analiza computacionalmente el
comportamiento de ensayos axialsimétricos de extraccion en hormigén
utilizandose un modelo basado en la teoria del flujo no-asociado de la
plasticidad, el resultado del modelo analizado para la geometria
correspondiente propuesta por RILEM se incorporé en Tabla II-3.

En el dltimo renglén de la Tabla II-3 a efectos de comparar se calculo la carga
altima utilizando la ecuacion de prediccion de Bode & Roik para profundidades
embebidas del perno de 50 y 150 mm.
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2.3 CONCLUSIONES

v' La carga ultima obtenida con la ecuacién empirica segun Walther, et al,
(1991) de Bode & Roik, es coincidente con la obtenida segun los estudios
experimentales de Cardiff RILEM TC-90 FMA, (1991).

v' Los resultados numéricos muestran diferencias marcadas de la carga
tltima. Esto es indicativo de la falta de unicidad en cuanto a la ley
constitutiva éptima para el andlisis del comportamiento del pull-out test.

v Los resultados experimentales demuestran la marcada diferencia entre los
comportamientos de falla del pull-out test, segun la geometria, pasando de
respuestas ductiles en algunos casos a fragiles en otros, los cuales activan
estados tensionales fuertemente diferenciados. Este hecho es responsable
de la limitada validez 6 precision de las predicciones de los distintos
modelos, ya que aquellos que muestran capacidad para predecir
comportamientos ductiles indican falencias en casos de respuestas
altamente fragiles y viceversa.

v Se destaca la influencia en la carga ultima de la variacion de los parametros
geomeétricos, lo cual no se pone de manifiesto en las ecuaciones empiricas,
que solo consideran la influencia de la profundidad del perno embebida.
Por otro lado, no existe coincidencia entre los resultados numéricos y
experimentales respecto de dicha influencia.

v' Los resultados expuestos demuestran que las diferentes metodologias
numericas, analiticas y experimentales utilizadas por la comunidad cientifica
no han permitido arribar a un acuerdo acerca del mecanismo de falla de

pernos anclados en hormigon.
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOS DE LA ELASTICIDAD

3.1 ANALISIS DE TENSIONES

La revision indicada en la presente seccién estd basada en la informacion
sobre fundamentos de la elasticidad dada en la bibliografia; Malvern, L.E.
(1969); Mase, G. (1977) y constituye el marco tedrico de importancia para el

desarrollo de los temas centrales abordados en este trabajo de tesis.

3.1.1 EL CONCEPTO DE MEDIO CONTINUO

La naturaleza molecular de la estructura de la materia esta bien establecida
desde el punto de vista tedrico. No obstante, en numerosas investigaciones
sobre el comportamiento de un material, carece de interés la consideracion
individual de las moléculas, y se considera unicamente de importancia el
comportamiento del material como un todo. En estos casos el comportamiento
macroscopico observado se explica frecuentemente prescindiendo de toda
consideracion molecular y, en su lugar, se da por hecho que la materia se halla
distribuida en forma continua en todo su volumen, llenando por completo el
espacio que ocupa. Este concepto de medio continuo de la materia es el
postulado fundamental de la Mecanica de Medios Continuos. Dentro de las
limitaciones para las que es valida la suposicion de medio continuo, este
concepto proporciona la base para estudiar de manera semejante el

comportamiento de sélidos, liquidos y gases.

La adopcién del marco referente de medio continuo, como base para la
descripcion matematica del comportamiento de un material significa que
cantidades de campo, tales como tension y deformacion, se expresan como

funciones continuas para intervalos de las coordenadas del espacio y tiempo.
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CAPITULO 3 FUNDAMENTOS DE LA ELASTICIDAD

3.1.2 HOMOGENEIDAD. ISOTROPIA. MASA ESPECIFICA

Se dice que un medio material es homogéneo cuando tiene las mismas
propiedades en todos sus puntos. Respecto a alguna propiedad mecanica, un
material es isotropo cuando esa propiedad es invariable en todas las
direcciones por un punto. Se dice que un material es anisétropo cuando
presenta propiedades direccionales en algun punto del medio.

El concepto de densidad en las proximidades de un punto de un medio
continuo se desarrolla a partir de la relacion masa-volumen. En la Figura 3.1.1

se denota por AM la masa contenida en el elemento de volumen AV.

Figura 3.1.1: Elemento de volumen en las proximidades de un punto

La densidad media del material dentro de AV es por lo tanto

AM
=—— 3.1.1
P ="y (3.1.1)
La densidad en algun punto interior P del elemento de volumen AV esta dada
matematicamente, segun el concepto de medio continuo, por la siguiente

expresion:
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CAPITULO 3 FUNDAMENTOS DE LA ELASTICIDAD

AM _ dM

= lim == (3.1.2)
AV—0 AV aVv

o,

La masa especifica p es una cantidad escalar, la cual corresponde a un campo

tensorial de orden cero.
3.1.3 FUERZAS MASICAS. FUERZAS SUPERFICIALES

Las fuerzas son tensores de primer orden que se describen mejor mediante
conceptos intuitivos tales como empujar 6 tirar. Las fuerzas que actiuan en
todos los elementos de volumen de un medio continuo se conocen como
fuerzas masicas o fuerzas de cuerpo. Ejemplos de éstas son las fuerzas
gravitacionales y las inerciales. Estas fuerzas se representan por el simbolo b;
(fuerza por unidad de masa), o como p; (fuerza por unidad de volumen), las que

estan relacionadas, a través de la densidad, por la ecuacion
pb=p, 6  pb=p (3.1.3)

Las fuerzas que actuan en un elemento de superficie, ya sea una porcion de la
superficie limite del medio continuo 6 quizas una superficie interna arbitraria,
son conocidas como fuerzas supefficiales. Estas se designan con f; (fuerza por
unidad de area). Las fuerzas de contacto entre solidos son un tipo de fuerzas

superficiales.

3.1.4 PRINCIPIO DE TENSION DE CAUCHY. EL VECTOR TENSION

En la Figura 3.1.2, se representa un medio continuo que ocupa la region R del
espacio, y esta sometido a fuerzas superficiales f; y a fuerzas masicas b;.
Debido a que las fuerzas son transmitidas de una regién del medio continuo a
otra, la materia de un volumen arbitrario V contenida en la superficie cerrada S
interactua con la materia exterior a este volumen. Tomando a n;como el tensor
normal unitario exterior en el punto P de un pequefio elemento de superficie A4S

de S, sea Af; la fuerza resultante ejercida a través de AS en la materia interior a
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V por la materia exterior a V. El elemento de fuerza A4f; evidentemente

dependera de la eleccion de AS y n;

Figura 3.1.2: Medio continuo sometido a f;y b;  Figura 3.1.3: Vector tensién ti(")

Se ha de tener presente que la distribucion de fuerzas en A4S no es
necesariamente uniforme. Por supuesto la distribuciéon de la fuerza es, en
general, equivalente a una fuerza y a un momento en P, como se indica en la
Figura 3.1.2 por los vectores Af; y AM..

La fuerza media por unidad de area en AS esta dada por Af;/ AS. El principio de
tension de Cauchy afirma que esta relacion Af;/ AS tiende a un limite definido
dfi/dS cuando A4S tiende a cero en el punto P, mientras que al mismo tiempo el

momento de Af; respecto al punto P se anula al tomar el limite. El vector

resultante df;/dS (fuerza por unidad de area) se denomina vector tension "y

se representa en la Figura 3.1.3. Si el momento en P no fuera nulo, al tomar el
limite, habria también que definir en el punto, un vector par-tension, tal como se
indica en la Figura 3.1.3 por una flecha de dos puntas. En una rama de la teoria
de la elasticidad, segun la teoria de Cosserat (1901), se consideran tales

vectores, pero no seran considerados en este caso.
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CAPITULO 3 FUNDAMENTOS DE LA ELASTICIDAD

Matematicamente, el vector tensién se define por

: | | : df
1" = lim Al @y g o0 2 gy AL (3.1.4)
AS>0 A S ds As>0 AS ds

La notacion ™ ( 6 t") se usa para realzar el hecho que el vector tension en

un punto P arbitrario del medio continuo, depende explicitamente del elemento

de superficie particular A4S elegido y que esta representado por el normal

S

unitario n; (0 n). Para un elemento de superficie orientado distintamente, que
tiene un normal unitario diferente, el vector tension asociado a P, también sera
diferente. El vector tension que aparece por la acciéon de la materia que esta
dentro de V a través de A4S en P, y sobre la materia exterior es el vector
t” . Entonces por la ley de la accion y reaccion del segundo postulado de

Newton
4 =N G g =g (3.1.5)

Al vector tension, se lo nombra frecuentemente como vector traccion.

3.1.5 ESTADO DE TENSION EN UN PUNTO. TENSOR DE TENSION

En un punto arbitrario P de un medio continuo, el principio de tension de

Cauchy asocia un vector tension ¢ a cada vector normal unitario n; el cual
representa la orientacion de un elemento de superficie infinitesimal que
contiene a P como un punto interior, de acuerdo a Figura 3.1.3. La totalidad de
todos los pares posibles de tales vectores ¢+ y n; en P, define el estado de

tension en este punto. Afortunadamente, no es necesario especificar cada par
de vectores, tensidén y normal al plano, para describir completamente el estado

de tensién en un punto dado. Esto se puede conseguir especificando el vector
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tension en cada uno de tres planos perpendiculares entre si, segun ejes
coordenados determinados, que se cortan en P. Entonces, las ecuaciones de
transformacion de coordenadas sirven para relacionar al vector tension
correspondiente a cualquier otro sistema de referencia para el mismo punto del
continuo.

Eligiendo planos perpendiculares a los tres ejes coordenados con el propésito
de especificar el estado de tension en un punto, los vectores tensién y normal

adecuados se representan en la Figura. 3.1.4.

Figura 3.1.4: Estado de tensién en un punto

tSn
i
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Figura 3.1.5: Estado de tensién en un punto Figura 3.1.6: Tensor de tensién

Por simplicidad, los tres diagramas separados de la Figura 3.1.4, se suelen
combinar con frecuencia en una representacion esquematica sencilla como se
indica en la Figura 3.1.5.

Cada uno de los tres vectores tension asociados a los planos coordenados, de
acuerdo a Figura 3.1.6, se pueden escribir en funciébn de sus componentes

cartesianas, como en las siguientes ecuaciones (3.1.6)

A A A A A

1V =tV e+ 6, et 5V e =1 ¢,

A A A A

1 =1 e+ 15 er+ 15 e =11 ¢, (3.1.6)

A A A

(=1 e+ 6,5 e+ 1V es =11 ¢,

N

Las nueve componentes del vector tension

1" =0, (3.1.7)
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son las componentes de un tensor cartesiano de segundo orden conocido

como el tensor de tensiones, que se designa usualmente por 3, de tal manera

que las representaciones de componentes y matricial explicitas del tensor,

toman respectivamente la forma,

O, O Op O O O3
Z =102 Oyp Oy | O [Jij]: Oy Opn Opn (3.1.8)
O3 O3 O3 O3 O3 O3

Respecto a los tres planos coordenados, las componentes del tensor de
tension se pueden presentar graficamente como se indica en la Figura 3.1.6.
Las componentes perpendiculares a los planos (o711, 022, 033) se denominan
tensiones normales. Aquellas componentes que actuan en las direcciones
tangentes a los planos (o2, o013, 021, 023, 031, 032) S€ denominan tensiones
cortantes o cisiones. Una componente de tensidén es positiva cuando actua en
el sentido positivo de los ejes coordenados, y en un plano cuya normal exterior
apunta hacia el sentido positivo de los ejes coordenados. La componente oj
actua en un plano cuya normal es paralela al eje de coordenadas i-€simo y en
la direccidén del j-ésimo eje de coordenadas. Las componentes representadas

en la Figura 3.1.6 son todas positivas.

3.1.6 RELACION ENTRE EL VECTOR TENSION Y EL TENSOR DE TENSION

La relacion entre el tensor de tension o en un punto Py el vector tension ¢

correspondiente a un plano de orientacion arbitraria que contiene a este punto
se puede deducir a partir del equilibrio de fuerzas o de un balance de
momentos en un tetraedro elemental del medio continuo que tiene su vértice en
el punto P. La base del tetraedro se toma perpendicular a n; y las tres caras
perpendiculares a los ejes coordenados como se observa en la Figura 3.1.7.
Denotando por dS al area de la base ABC las areas de las demas caras son
areas proyectadas, dSs= dS ny para la cara CPB, dS, = dS n; para la cara
APC, dS3 =dS n; paralacara BPA 6
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AN A

dS., =dS(ne;)=dS cos(nei) =dS n, (3.1.9)

Figura 3.1.7: Tetraedro elemental con vértice en el punto P

Tanto los vectores traccién medios *“’ en las caras y * en la base,

como las fuerzas masicas medias (incluyendo las fuerzas inerciales, si las
hubiera) que actuan en el tetraedro, estan representados en la Figura 3.1.7. El

equilibrio estatico de estas fuerzas requiere que

£0dS — £ @dS, - dS, — £ dS, + pb'dV =0 (3.1.10)
Ahora bien, si las dimensiones lineales del tetraedro se reducen todas en una
misma proporcion constante, siendo las fuerzas masicas un infinitésimo de un
orden mas alto que las fuerzas superficiales, tenderan a cero mas rapidamente.
Al mismo tiempo los vectores tension medios se acercaran mas a los valores
especificos adecuados para las direcciones en P. Por lo tanto, después de
este proceso de tomar el limite y la sustitucién de ecuacién (3.1.9) en ecuacion

(3.1.10) ésta se reduce a

t"dS =t nds +tn,ds + tn,ds = t,.(e")nja's (3.1.11)
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Eliminando el factor comun dS y empleando la identidad tfef) =0, , la ecuacion

/A

(3.1.11) se convierte en
O =on 6 10=n3 (3.1.12)
La ecuacion (3.1.12) con frecuencia se expresa en la forma matricial
{tﬂ =[m.]lo,] (3.1.13)
que escrita explicitamente es

O, On O

() () o) G192 O
I:tl b G }Z[’U&’%] o, Oy O (3.1.14)

La expresidon matricial (3.1.14) es equivalente a las ecuaciones

"= nioputnpoautnsos
fz(n)= nioc2tnoxtnsos
(3.1.15)

"= nqiocutnoxptn;os

3.1.7 EQUILIBRIO DE FUERZAS Y DE MOMENTOS. SIMETRIA DEL
TENSOR DE TENSION

El equilibrio de un sector de volumen arbitrario V perteneciente a un medio

continuo, sometido a un sistema de fuerzas superficiales ¢ y fuerzas masicas

b; tal como se indica en la Figura 3.1.8 requiere que la fuerza y el momento

resultantes que actuan en el volumen sean cero.
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x

Figura 3.1.8: Volumen arbitrario V de un medio continuo

La suma de las fuerzas masicas y superficiales da lugar a la relacién integral

[ 1dSs+[ phdv =0 o
(3.1.16)

[t7ds+[ pbav =0

Sustituyendo aqui ¢ por g; n;y convirtiendo la integral de superficie resultante

en una integral de volumen mediante el teorema de la divergencia de Gauss, la

ecuacion (3.1.16) se convierte en
[ (oyjepb, )dv =0 6 [ (V.Y +pb)dv =0 (3.1.17)

Puesto que el volumen V es arbitrario, el integrando de la ecuacion (3.1.17)

tiene que anularse, de forma que
ojj+pb, =0 0O V.Z + pb =0 (3.1.18)

que son llamadas ecuaciones de equilibrio.
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En ausencia de momentos distribuidos, el equilibrio de los momentos respecto

al origen requiere que

[ epxt"dS+] &, x, pb,dV =0
6 (3.1.19)

ix.t‘;)dS +[ x.pbdv =0

en las que x; es el vector posicion de los elementos superficiales y de volumen.

Haciendo de nuevo la sustitucion " =gj nj;, aplicando el teorema de Gauss y

usando el resultado de ecuacion (3.1.18), las integrales de ecuacion (3.1.19)

se combinan y reducen a
[ ewoxdv=0 ¢ [, dv=0 (3.1.20)

Para el volumen arbitrario V, la ecuacién (3.1.20) exige que
gzox =0 0O Z =0 (3.1.21)

La ecuacion (3.1.21) representa a las ecuaciones o 11= 021, 023= 023 O 13=

o 31, 0 en conjunto

Ojj = 0

(3.1.22)

que prueban que el tensor de tensiones es simétrico. Debido a la expresion

(3.1.22) las ecuaciones de equilibrio (3.1.18) se escriben como
ojj+pb, =0 (3.1.23)

que en forma desarrollada quedan
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CAPITULO 3
ooy, + oo, 0o, b =

ox, Ox, ox, :

0o 0 L00n 4 5y = (3.1.24)
0ox, ox, 0ox,

do;, . 00y 00, b =

ox, 0ox, 0Ox, }

3.1.8 LEYES DE TRANSFORMACION DE TENSIONES

Relacionemos en el punto P los sistemas de coordenadas Px;s x2 X3 y Px’s X2

x’s de la Figura 3.1.9, por medio de la tabla de cosenos directores

X X2 X3
X1 ai a2 as
X2 a1 a azs
X3 as1 asp ass
Figura 3.1.9: Sistemas de coordenadas Px; x> x3 Yy Px’; X’5 X’3
que vienen representados por la matriz de transformacion [a;]
A=aceé, (3.1.25)
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Segun la ley de transformacién de los tensores cartesianos de orden uno, las

componentes del vector tension " referidas al sistema sin primas estan

relacionadas con las componentes del otro sistema ¢ por la ecuacion

(P =a i 6 (D=4 (3.1.26)

gJ

De igual modo, por la ley de transformacién de los tensores cartesianos de
segundo orden, las componentes del tensor de tensiéon en los dos sistemas

estan relacionadas por
o.=a,a. 0 6 Y =434 (3.1.27)

Explicitamente, en forma matricial, las ecuaciones (3.1.26) y (3.1.27) son
respectivamente

tl'(ﬁ) tl(ﬁ)

apn ap Ay
') | _ ()
L" |=|aya,a, |t (3.1.28)

(n n
13( ) Az Az, Ay f3( )

011012 O3 ay ay, a3 || %1012 01 | ay ay ay
03109 Oy |T| Ay Uy Ay || Oy O Oy || Ay s (3.1.29)

03, 03, 033 Ay Oy Ays || Oy O3y Oy | G133 G

3.1.9 TENSIONES PRINCIPALES. INVARIANTES DE TENSION. ELIPSOIDE
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DE TENSIONES

En el punto P, para el cual las componentes del tensor de tensiones son cj, la

ecuacion (3.1.12), " = o ;n;, asocia a cada direccion n; un vector tension ¢

Figura 3.1.10: Direccion de colinealidad entre ti(f’)y n;

Las direcciones para las que ™y n; son colineales, como se ve en la Figura

3.1.10, se denominan direcciones de tensiones principales. Para una direccion

principal,
1" =on, o] 1" =ch (3.1.30)

en la que o, la magnitud del vector tensién, se llama valor de tensién principal.
Sustituyendo ecuacion (3.1.30) en ecuacion (3.1.12) y haciendo uso de las

identidades n, =o,n, y o, =0, resulta

(o, -8,0)n,=0 6 (Z-10)-/=0 (3.1.31)

J

En las tres ecuaciones (3.1.31), hay cuatro cantidades desconocidas, que son,

los tres cosenos directores n; y el valor de tension principal o.
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Para las soluciones de ecuacion (3.1.31) que no sean triviales como n; = 0, el

determinante de los coeficientes, ‘O'U. — 5,.]0‘ debe ser nulo. Explicitamente,

0,,=—0 O, Oy
‘Gﬁ_gya‘zo o] Oy 0p—=0 0y =0 (3.1.32)

O3 O3, 033-0

de cuyo desarrollo se obtiene un polinomio cubico en o,

o’ —Is0’ + o -1y =0 (3.1.33)
donde

Iy=0,=trY (3.1.34)
Iy = ;( o —Jl.io;j) (3.1.35)
iy = \aﬁ\ =detY (3.1.36)

son conocidos como el primer, segundo y tercer invariantes de tension,
respectivamente.

Las tres raices de ecuacion (3.1.33), o), 0, 05 Son los valores de las tres
tensiones principales. Asociada a cada tension principal oy hay una direccion
de tension principal para la cual los cosenos directores »n*) son soluciones de
las ecuaciones

(0,-0u0, )0 =0 6  (Z-0,0)A% =0 (k=123) (3.1.37)

g J

En ecuacién (3.1.37) los subindices o superindices encerrados en paréntesis,
son sencillamente distintivos y como tales no participan en ninguna operacion
de suma. La forma desarrollada de ecuacién (3.1.37) para la segunda direccién

principal, por ejemplo es
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2) @) @) _
(all—a(z))nl +OpNn" 030, =0

2 2 2
021}’11( "+ (0 —0u)n o =0 (3.1.38)

(2)

)
Oy,

(2) _
to,n," +(05;— 0(2))"’3 =0

Debido a que el tensor de tensiones es real y simétrico, los valores de las
tensiones principales son también reales. Cuando nos referimos a las

direcciones de tension principales, la matriz de las tensiones [o;] es una matriz

diagonal
Oy 0 0 o, 0 0

[th ] - 0 0(2) 0 0 [Jz/ ] = O Gu 0 (31 39)
0 O O3 0 0 oy

En la segunda forma se usan subindices con numeros romanos para sefalar
que las tensiones principales estan ordenadas, es decir, oy > oy > oy. Puesto
que las direcciones de tension principales coinciden con los ejes principales de
la cuadrica de tensiones de Cauchy, los valores de las tensiones principales
contienen a las componentes normales maxima y minima en el punto.

En un espacio de tensiones principales, es decir, un espacio cuyos ejes estan

en las direcciones de tension principales y cuyas coordenadas unitarias de

medida son las tensiones (+",£”,#") como se representa en la Figura 3.1.11,

el vector tension arbitrario ¢ tiene las componentes

) ) _ i) _
1" = o £ = O )5 1" = O (3.1.40)
Pero como (n1)? + (n2)? + (n3)? = 1, para el vector unitario n; la ecuacion (3.1.40)

exige que el vector tension ¢ satisfaga la ecuacion

TN o1
(0-(1)) (0'(2)) (0'(3))
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Figura 3.1.11: Espacio de tensiones principales

en el espacio de tensiones. Esta ecuacion es un elipsoide conocido como el

elipsoide de tensiones de Lame.
3.1.10 VALORES DE TENSION CORTANTE MAXIMOS Y MINIMOS

Si el vector tension ¢ se descompone en sus componentes ortogonales,

normales y tangenciales al elemento de superficie dS sobre el que actua, la

magnitud de una componente normal se puede determinar de acuerdo a

oy =1, =1 .n= o, (3.1.42)

y la magnitud de una componente cortante 6 tangencial esta dada por
oe=t"1" o} (3.1.43)

Esta descomposicion se presenta en la Figura 3.1.12 donde los ejes se han

elegido en las direcciones de tension principales que se supone ordenadas

segln o;> oy > oy Entonces en Figura 3.1.12, las componentes de ¢ son
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tl(ﬁ) =0

(n) _

n'=o,m (3.1.44)
(n) _

37 =0 yh,

y de ecuacion (3.1.42), la magnitud de la componente normal es

Gy =0,n, + 0, + 0N (3.1.45)

Figura 3.1.12: Descomposicion del vector de tensién

Sustituyendo ecuaciones (3.1.44) y (3.1.45) en ecuacién (3.1.46), la magnitud
al cuadrado de la tensidn cortante como una funcién de los cosenos directores

n; esta dada por

2_ 22, 2.2, 2 2 2 2 232
O5 =0;m +0,ny + 0,0 —(0, 0 + 0, +0y,n;) (3.1.46)

Los valores maximos y minimos de os, se pueden obtener de la ecuacién

(3.1.46) por el método de los multiplicadores Lagrangianos. El procedimiento

consiste en construir la funcién

F=0o;—-Ann, .
s —Ann, (3.1.47)
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en la que A es un escalar denominado multiplicador Lagrangiano. La ecuacién
(3.1.47) es evidentemente una funcion de los cosenos directores n;, de tal
manera que las condiciones para los valores estacionarios (maximo o minimo)

de F son 0F/on,=0. Haciendo estas derivadas parciales iguales a cero,

resultan las ecuaciones

n1<0',2 —20,(o,n +o,n; +0,n)+ /1> =0 (3.1.48a)

n, <O'12] —20,(0o,n +0,n; +0,n)+ ﬂ> =0 (3.1.48b)

n3<0',2,, 20, (on +o,m +o,n)+ /1> 0 (3.1.48c)

que, junto con la condicion nn; = 1, se pueden resolver para A y los cosenos
directores n4, n,, ns asociados a los valores extremos de la tensiéon cortante.
Un conjunto de soluciones para las ecuaciones (3.1.48) y las tensiones

cortantes asociadas, de ecuacion (3.1.46), son

n =%, n,=0, n,=0 para el que os=0 (3.1.49a)
n =0, n,=%1, n,=0 para el que os=0 (3.1.49b)
n =0, n,=0, n,=%1 parael que os=0 (3.1.49¢)

Los valores de las tensiones cortantes en ecuaciones (3.1.49) son
evidentemente valores minimos. Ademas, puesto que la ecuacion (3.1.30)
indica que las componentes cortantes se anulan en los planos principales, las
direcciones dadas por ecuaciones (3.1.49) son las direcciones de tensidn
principales.

Se puede comprobar que un segundo conjunto de soluciones de ecuaciones
(3.1.48), es

n =0, n,=+1//2, n,==+1/+/2; paraelcual o, =(c,-0,)/2 (3.1.50a)
n =+1/-/2, n,=0, n,=+1/-/2; paraelcual o, =(c,, —0,)/2 (3.1.50b)
n =%1/-2, n,==%1/-/2, n,=0, paraelcual o =(c,-0,)/2 (3.1.50c)
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La ecuacioén (3.1.50b) expresa el valor de la cisibn maxima, que es igual a la
semidiferencia de las tensiones principales mas grande y mas pequena.
También de ecuacion (3.1.50b), la componente de cisibn maxima que actua en
el plano que bisecta al angulo recto formado por las direcciones de las

tensiones principales maxima y minima.

3.1.11 TENSION PLANA

En el caso de que una y solamente una de las tensiones principales sea cero,
se dice que existe un estado de tension plano. Tal estado se da en un punto sin
carga, perteneciente a una superficie libre que limita al cuerpo. Si las tensiones
principales estan ordenadas, los circulos de tension de Mohr tendran alguna de

las formas mostradas en la Figura 3.1.13

os

om o oy oy o o1 7 oy o a5 oy

o = 0 o =10 o =10
Figura 3.1.13: Circulos de tensién de Mohr

Si las tensiones principales no estan ordenadas y se toma la direccion x3 como
la direccion principal de tension nula, el estado de tensidn se denomina tension
plana, paralela al plano xsx,. Para una eleccién arbitraria de la orientacién, en

este caso, de los ejes ortogonales x; y x», la matriz de tensién toma la forma

o, 0, 0
lo,]=| 0 oy 0 (3.1.51)
0O 0 O

La cuadrica de tensiones para este estado de tension plana es un cilindro cuya

base yace en el plano xx; y tiene la ecuacion
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O, X +20,X,X, + 0px; = +k’ (3.1.52)

Con frecuencia en los libros elementales de Resistencia de Materiales un
estado de tensidén plano se representa por un circulo de Mohr sencillo. Como
se observa en la Figura 3.1.14, esta representacidn es necesariamente
incompleta puesto que se requieren los tres circulos para mostrar la imagen
completa del estado de tension. En particular el valor de la cisibn maxima en
un punto no estara dado en el unico circulo representado, porque es uno de los
circulos interiores de la Figura 3.1.14. No obstante, un circulo de Mohr sencillo
es capaz de poner en manifiesto los puntos de tension de todos aquellos
planos que pasan por Py que contienen al eje de tensidn principal cero. Para
tales planos, si los ejes de coordenadas se eligen de acuerdo con la
representacién del estado de tension dado en ecuacién (3.1.51), el circulo de

Mohr sencillo para un estado plano tiene la ecuacién

[O-N —(oy, +O—22)/2]2 +(O-s)2 = [(0'11 _0'22)/2]2 "'(0'12)2 (3.1.53)

o1 C oy o

Figura 3.1.14: Representacion del circulo de Mohr

Los aspectos esenciales de la construccion de este circulo se presentan en la

Figura 3.1.14. El circulo se dibuja situando su centro Cen o, =(o,, +0,,)/2 Yy

usando el radio R = \/[(a“ —0,,)/2f +(o,,) dado en ecuacién (3.1.53)
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El punto A de la circunferencia representa el estado de tension en el elemento
de superficie cuya normal es ns (la cara derecha del paralelepipedo rectangular
indicado en la Figura 3.1.14). El punto B de la circunferencia representa el
estado de tension en la superficie superior del paralelepipedo con normal n..
Los puntos de las tensiones principales se sefalan por sus simbolos o1y oy, Y

los puntos E y D son los que corresponden a las cisiones de valor maximo.

3.1.13 TENSORES DE TENSIONES ESFERICO Y DESVIADOR

Con frecuencia resulta muy util desdoblar el tensor de tensién oy en dos
tensores componentes, uno de los cuales (el tensor de tensién hidrostatico o

esférico) tiene la forma

o, 00
2y=0yl=|0 oy, 0 (3.1.54)
0 0 oy

donde o, =—-p=0,,/3 es la tension normal media, y el segundo (el tensor de

tension desviador) tiene la forma

0, =0y Op O3 Sy S, S,
Xp= Oy 05 =0y Opn =18, S, Sy (3.1.59)
O3 O3, O33= 0y Sy Sy, Sy

Esta descomposicion se expresa por las ecuaciones

0, =0,04/3+S, 6 X=ou,l+2, (3.1.56)

Las direcciones principales del tensor de tension desviador S; son las mismas
que las del tensor de tension oj. Los valores de las tensiones desviadoras

principales son

Sy =0Cu —Ou (3.1.57)
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La ecuacioén caracteristica del tensor de tensién desviador, comparable a la del

tensor de tensién de acuerdo a ecuacion (3.1.33), es la cubica
S’ + Iy S—1ly =0 6 S*+(S,8,+S,S,+S,5)S-S,5,S, =0 (3.1.58)

Se puede probar facilmente que el primer invariante del tensor de tensiéon

desviador [y es idénticamente nulo, por ello falta el termino cuadratico en

ecuacion (3.1.58).
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3.2 ANALISIS DE DEFORMACIONES

3.2.1 PARTICULAS Y PUNTOS

En la cinematica de medios continuos, es necesario comprender claramente el
significado de la palabra "punto”, ya que se puede interpretar que se refiere ya
sea a un "punto” en el espacio 0 a un "punto” de un medio continuo. En lo que
sigue el término "punto” se usara exclusivamente para designar una posicion
en un espacio fijo. La palabra “particula” denotara un pequefio elemento de
volumen & "punto material”, de un medio continuo. En resumen, un punto es un
lugar en el espacio, una particula es una parte pequefia de un medio continuo

material.

3.2.2 CONFIGURACION DEL MEDIO CONTINUO. CONCEPTOS DE
DEFORMACION Y FLUJO

En un instante de tiempo ¢, un medio continuo que tiene un volumen V' y una
superficie limite S ocupara una cierta region R del espacio fisico. La
identificacién de las particulas del medio continuo con los puntos del espacio
que ocupan en el instante t respecto a un conjunto adecuado de ejes
coordenados, se dice que especifica la configuracion del medio continuo en ese
instante. El término deformacién se refiere a un cambio en la forma del medio
continuo, entre una configuracién inicial (no deformada) y una configuraciéon
subsiguiente (deformada). En los estudios de deformacion se pone un
significado especial en las configuraciones inicial y final. No se presta ninguna
atencion a las configuraciones intermedias o a una secuencia particular de
configuraciones a través de las cuales tiene lugar la deformacién. Por el
contrario, la palabra flujo se usa para designar el estado continuo de
movimiento de un medio continuo. Por supuesto, una configuracién previa es
inherente a las investigaciones de flujo para las que se especifica un campo de

velocidades dependiente del tiempo.
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3.2.3 VECTOR DE POSICION. VECTOR DESPLAZAMIENTO

En la Figura 3.2.1 se representa la configuracion no deformada de un medio
material continuo en el instante t = 0 junto con la configuracién deformada del
mismo en un instante de tiempo posterior t > 0. Para el presente desarrollo
resulta conveniente referir las configuraciones inicial y final a ejes coordenados

separados, como se ve en la figura.

Figura 3.2.1: Configuracién no deformada y deformada de un medio continuo

Segun esto, en la configuracién inicial una particula representativa del medio

continuo ocupa un punto P, en el espacio y tiene un vector posicion

X=XI+X,0,+X,], =X, (3.2.1)

con respecto a los ejes cartesianos rectangulares OX:X2.Xs5. En ecuacion
(3.2.1) se usan letras mayusculas como indices y como tales apareceran en
varias ecuaciones que siguen, usandose como indices de suma. Aqui se usan
para resaltar la conexidon de ciertas expresiones con las coordenadas (X;, X,
X3), las que se denominan coordenadas materiales. En la configuracidon
deformada la particula originalmente situada en P, aparece ahora en el punto P

y tiene el vector posicion

X =X,€ +X,8, + X:6; = X, (3.2.2)
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cuando esta referido a los ejes cartesianos rectangulares oxixxxs. Aqui se
usan letras minusculas como subindices para indicar su conexion con las
coordenadas (x;, X2 Xx3) que dan la posicidbn actual de la particula y son
denominadas con frecuencia coordenadas espaciales.

La orientacioén relativa de los ejes materiales OX:X>X3 y de los ejes espaciales
0x1X2x3 se especifica mediante los cosenos directores axx Y axk, 10s cuales se

definen por los productos escalares de los vectores unitarios segun

eI, =1,-6, =a, =ay, (3.2.3)

En estas expresiones no va implicita ninguna suma debida a los indices ya que

k y K son indices distintivos. Puesto que como las deltas de Kronecker se

designan por las ecuaciones [, -1,=0,, Y ¢, -¢,=0,, las condiciones de

ortogonalidad entre los ejes espaciales y materiales toman la forma
QA Oy, = O e = 5kp; Ay Ay = Oy = Oxur (3.2.4)

En la Figura 3.2.1, el vector u que une los puntos P, y P (posiciones inicial y
final de la particula, respectivamente), se conoce como el vector

desplazamiento. Este vector puede ser expresado como

u=ue, (3.2.5)
6
U=U,I, (3.2.6)

en el que las componentes Uk y ux estan relacionadas a través de los cosenos

directores axk. El vector unitario ¢, se expresa en funcion de los vectores base

materiales 7, , como
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e, = ol (3.2.7)

Por lo tanto sustituyendo ecuacion (3.2.7) en ecuacion (3.2.5),

u=u(aul)=Ud, =U (3.2.8)
de la que
U =, (3.2.9)

Dado que los cosenos directores axk son constantes, las componentes del
vector desplazamiento segun ecuacion (3.2.9) obedecen a la ley de
transformacion de los tensores cartesianos de primer orden, como debe ser.

El vector b de la Figura 3.2.1 sirve para situar el origen o con respecto al O. De

la geometria de la figura, se desprende que

u=b+x—-X (3.2.10)

Generalmente en la mecanica del medio continuo es posible considerar
superpuestos los sistemas OX/X>X3 y 0Xix2X3, con b= 0, de forma que la

ecuacion (3.2.10) se convierte en

u=x—-X (3.2.11)

En la forma de componentes cartesianas esta ecuacion estd dada por la

expresion general

u, =x, — e Xy (3.2.12)

Sin embargo, para ejes superpuestos, las triadas unitarias de vectores base

para los dos sistemas son idénticas, debido a que los simbolos de los cosenos
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directores axk se convierten en deltas de Kronecker. Segun ésto la ecuacion
(3.2.12) se reduce a

u, =x, — X, (3.2.13)

en la que sélo aparecen subindices minusculos. Si no se especifica otra cosa,
se supone que los ejes espaciales y materiales estan superpuestos y entonces

solamente se usaran indices minusculos.

3.2.4 DESCRIPCIONES LAGRANGIANA Y EULERIANA

Cuando un medio continuo sufre una deformacion (6 flujo), las particulas del
medio continuo se mueven a lo largo de varios caminos en el espacio. Este

movimiento puede ser expresado por ecuaciones de la forma

x, =x(X,,X,, X;,0)=x,(X,t) 6 x=x(X,t) (3.2.14)

las que dan la posicién actual de la particula x; que ocupaba el punto (X7 X3,
X3), en el tiempo t = 0. También la ecuacién (3.2.14) puede interpretarse como
la forma que adquiere una distribucién detallada de una configuracién inicial en
una configuracion final. Se supone que tal distribucion detallada es biunivoca y
continua, con derivadas parciales continuas hasta las de cualquier orden
deseado. La descripcion del movimiento é deformacién expresada por ecuacion
(3.2.14) se conoce como formulacion Lagrangiana.

Si, por otra parte, el movimiento 6 la deformacion se dan por ecuaciones de la

forma

X, =X, (x,%,,x35,0) = X, (x,1) 6 X=X(x,t) (3.2.15)

en la que las variables independientes son las coordenadas x; y t, la descripcion
es conocida como formulacion Euleriana. Esta descripcion puede interpretarse
como la que proporciona una reproduccion de la posicion original de la particula
que ahora ocupa la posicion (x;, x2, X3). Si la ecuaciéon (3.2.15) indica una
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distribucion biunivoca y continua con derivadas parciales continuas, como
también se supuso para ecuacion (3.2.14), las dos distribuciones son las
inversas unicas de una con respecto a la otra. La condicibn necesaria y
suficiente para que exista una funcién inversa es que el Jacobiano, dado por

ecuacion 3.2.16, no se anule.

ox

3.2.16
oX ( )

3.2.5 GRADIENTES DE DEFORMACION. GRADIENTES DE
DESPLAZAMIENTO

La diferenciacion parcial de ecuacion (3.2.14) con respecto a X produce el

Oox, . . L \ .,
tensor 87 que se denomina gradiente de deformacion material. En notacién
j

Co ox;
simbdlica, PR se representa

F=xV_= e + e, + é (3.2.17)

. . ox . .
en la que el operador diferencial V_ :87€i se aplica a la derecha (como se

1

indica explicitamente en la ecuaciéon). La forma matricial de F sirve

posteriormente para aclarar esta propiedad del operador V. Asi,

X, ox, /10X, ox,/8X, ox, /X,

Fe|x |22 % |_|ox,sax, éx,/0x, ox,/ox, |=[ox sox ] (3.2.18)
oX,’ ax, ox, I
X, ox,/8X, ox,/0X, ox,/0X,
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La diferenciacion parcial de ecuacion (3.2.15) con respecto a x; origina el tensor

0X,/ox,; que se denomina gradiente de deformacion espacial. Este tensor esta

representado por

H=xv =Ko KXo X, (3.2.19)
T Ox ox, 0x,4

que tiene la forma matricial

X, 0X,/ox, 0X,/dx, 0X,/éx,
H=|X, {i,i,i}: 0X,/dx, 8X,/ox, OX,/ox, |=|oX,/ox ] (3.2.20)
Ox, Ox, Ox b
X, FT TR TS N ax rex, ax,lox, ox,/éx,

Los tensores de deformacién material y espacial estan relacionados por medio

de la conocida regla de la cadena de la diferenciacién parcial,

axi an _aXi axj _
oX, ox, ox, X, "

(3.2.21)

La diferenciacién parcial del vector desplazamiento u; respecto a ambas

coordenadas origina ya sea el gradiente de desplazamiento material ou,/oX |,
o el gradiente de desplazamiento espacial ou,/ox,. De acuerdo a ecuacion

(3.2.13), que expresa a u; como una diferencia de coordenadas, estos tensores
se pueden dar en funcion de los gradientes de deformacion como el gradiente

material, segun

Ou 0N s 6 J=uV. =F -1 (3.2.22)
ox, ox, '’

o el gradiente espacial

Q5 %X Kewv. —1-H (3.2.23)
ox, ' ox
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Habitualmente, las formas matriciales de J y K son respectivamente

Wl ou, /18X, du,/0X, Ou,/oX,
G=|u, -2 |=|ou,/0X, ou,/dX, ou,/oX,|=|ou/oX ] (3.2.24)
oX,’ aX, ox, J
n ou, /06X, Ouy /X, Ouy/oX,
y
u, Ou,/Ox, Ou,/0x, Ou,/0x,
6 0 0
K=|u, | -=,-2,-2 |=|0u,/dx, ou,/ox, ou,/ox, |=|ou/ox ] (3.2.25)
Ox, Ox, Ox, /
u, Ou,/0x, Ouy/0x, Ou,/0x,

3.2.6 TENSORES DE DEFORMACION. TENSORES DE DEFORMACIONES
FINITAS

En la Figura 3.2.2 las configuraciones inicial (no deformada) y final (deformada)
de un medio continuo estan referidas a los ejes coordenados cartesianos
OX1X2X3, y oxix2x3  superpuestos. En el proceso de deformacion, dos
particulas muy préximas que ocupan los puntos Py, y Qp antes de la

deformacion, se desplazan a los puntos P y Q, respectivamente, en la

X3, 73

o

configuracién deformada.

le Zgy

Figura 3.2.2: Configuraciones inicial y final referidas a OX1XxX3, Yy 0X4X2X3
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El cuadrado del elemento diferencial de longitud entre Py y Qo es

(dX)* = dX -dX = dX,dX, = 5,dX,dX, (3.2.26)

De ecuacion (3. 2.15), la distancia diferencial dX; sera

dx, z%dxj 6 dX =H-dx (3.2.27)
X .

J
con lo que la longitud al cuadrado (dX)? de ecuacion (3.2.26) se puede escribir

oX, 0X ,
(dX)* = —"a—kdxidxj = C,dx,dx, 6 (dX)* =dx-C-dx (3.2.28)

Ox; Ox;

en la que el tensor de segundo orden

XX o copm (3.2.29)

7 Ox, Ox, ¢

se conoce como el tensor de deformacion de Cauchy.
En la configuracion deformada, el cuadrado del elemento diferencial de longitud

entre Py Qes
(dx)* = dx - dx = dx,dx, = O dx,dx (3.2.30)

Segun la ecuacién (3.2.14) la distancia diferencial es aqui

dr. =L ax, 6 dx=F-dx (3.2.31)
ax

J

de tal manera que la longitud al cuadrado (dx)? de acuerdo a ecuacion (3.2.30)

se puede escribir
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&5 B v dx, = GAXdX, 6 (dx) =dX-G-dX (3.2.32)

dx)’ =
()=, ax,

en la que el tensor de segundo orden

O O G FF (3.2.33)
T oX, oX

es conocido como el tensor de deformacion de Green.

La diferencia (dx)?> — (dX)? entre dos particulas muy proximas de un medio
continuo, se usa como una medida de la deformacion que tiene lugar en los
alrededores de las particulas, cuando se pasa de una configuracion inicial a
otra final. Si esta diferencia es idénticamente nula para todas las particulas
vecinas de un medio continuo se dice que ha tenido lugar un desplazamiento
rigido. Usando ecuaciones (3.2.32) y (3.2.26), esta diferencia se puede

expresar en la forma

(dx)* —(dX)* = (% ox, —5deXide =2L.dXdX,
0X, X,
6 (dx)’—(dX)Y =dX-(F,-F-1)-dX =dX -2L,-dX (3.2.34)

en la que el tensor de segundo orden

_ 1) O O

! 2[6)(,. X,

—@j 6 L,=1/2(F.-F-1) (3.2.35)

se denomina tensor de deformacion finita lagrangiano (o de Green). Usando
ecuaciones (3.2.30) y (3.2.28), la misma diferencia se puede expresar en la

forma

_0X, oX,
ox. Ox.

z J

(dx)* = (dX)* = (é}j de,.dxj =2E;dxdx,

o] (dx)’ —(dX) =dx-(I-H,-H)-dx=dx-2E - dx (3.2.36)
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en la que el tensor de segundo orden

1 o0X, oX
z‘fzz(&ff_ S

— 6 E,=1/2(/-H,-H) (3.2.37)
Ox; Ox;

se denomina tensor de deformacion finita euleriano (o de Almansi).
Una forma especialmente util de los tensores de deformacion finita lagrangiano
y euleriano es aquélla en la que estos tensores aparecen como funciones de

los gradientes de desplazamiento. Entonces, si 0x;/0X,; de la ecuacion

(3.2.22) se sustituye en ecuacion (3.2.35), el resultado después de algunas
operaciones algebraicas sencillas es el tensor de deformacion finita lagrangiano

de la forma

1 [ ou, N Ou, N Ou, Ou,

== 6O Lo=1/2(J+J, +J,.-J) (3.2.38)
72l 0X; oX, 0X, 0X,

De la misma manera, si 0X,/ox;, de ecuacion (3.2.23) se sustituye en

ecuacion (3.2.37) resulta el tensor de deformacién finita euleriano de la forma

- ou,
E =L 0w O 0w 0| p 1 K+K —K, K) (3.2.39)
72\ ox, Ox;  Ox, Ox,

Las representaciones matriciales de ecuaciones (3.2.39) y (3.2.40) se pueden

escribir directamente de ecuaciones (3.2.24) y (3.2.25) respectivamente.

3.2.7 TEORIA DE LAS DEFORMACIONES PEQUENAS. TENSORES DE
DEFORMACIONES INFINITESIMALES

La teoria de la mecanica del medio continuo, denominada de las deformaciones
pequerias, que se sigue en la presente tesis tiene como condicién basica el
requisito de que los gradientes de desplazamiento son pequefios comparados

con la unidad. La medida fundamental de la deformacion es la diferencia (dx)? —
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(dX)?, la que se puede expresar en funcion de los gradientes de
desplazamiento introduciendo ecuaciones (3.2.38) y (3.2.39) en ecuaciones
(3.2.34) y (3.2.36), respectivamente. Si los gradientes de desplazamiento son
pequefos, los tensores de deformaciones finitas de ecuaciones (3.2.34) y
(3.2.36) se reducen a tensores de deformaciones infinitesimales y las
ecuaciones que resultan, representan a deformaciones pequefas.

En ecuacion (3.2.38), si cada una de las componentes de los gradientes de

desplazamiento ou, /06X, son pequefias comparadas con la unidad, los

productos entre ellas son despreciables y pueden ser eliminados. Entonces, el

tensor que resulta es el tensor de deformacion infinitesimal lagrangiano, que se

denota por

. Ou,
=9 A Lo 1Y, + V) = 1/2() ) (3.2.40)
7o2lax,  ox,

De igual modo, para odu,/0ox;(1 en ecuacion (3.2.39), los términos de los

productos pueden ser despreciados para llegar al tensor de deformacion

infinitesimal euleriano, que se denota por

o,
g =1 9 M E—1pY, V) = 112K +K.) (3.2.41)
T2\ ox,  ox :

1

Si ambos, los gradientes de desplazamiento y los desplazamientos mismos son
pequefos, hay una diferencia muy pequena entre las coordenadas espaciales y
materiales de una particula de un medio continuo. Segun esto las componentes

del gradiente material ou, /0X ; y las del espacial ou, /0x; son casi iguales, de

tal manera que los tensores de deformaciones infinitesimales lagrangiano y

euleriano se pueden considerar iguales. Entonces

I =¢, 6  L=E (3.2.42)
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si los desplazamientos y los gradientes del desplazamiento son ambos

suficientemente pequenos.
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3.2.8 DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS. TENSOR DE ROTACION LINEAL.
VECTOR ROTACION

En la Figura 3.2.3 los desplazamientos de dos particulas vecinas estan
representados por los vectores ™ 'y u'*’ (ver también Figura 3.2.2). El
vector

— (@) (F)
du, =u; =" —u"

6 du=u -y (3.2.43)

Figura 3.2.3: Vectores desplazamiento de dos particulas vecinas

se denomina vector desplazamiento relativo de la particula que originalmente
esta en Qp respecto a la que originalmente esta en P,.

Suponiendo condiciones de continuidad adecuadas en el campo de

desplazamientos, se puede hacer un desarrollo en serie de Taylor para uf”‘” en

las proximidades de P,. Despreciando los términos de orden superior en este

desarrollo, el vector desplazamiento relativo se puede expresar por

du, =(0u, 10X ), dX, 6 du=(@V,), dX (3.2.44)

Aqui se emplea el paréntesis en las derivadas parciales para resaltar el
requisito de que las derivadas son estimadas en el punto P,. Estas derivadas
son de hecho las componentes del gradiente de desplazamiento material. La
ecuacion (3.2.44) es la forma Lagrangiana del vector desplazamiento relativo.
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También resulta de interés definir el vector desplazamiento relativo unitario
duy/dX en el que dX es la magnitud del vector dX; de distancia diferencial. Por lo

tanto si v; es un vector unitario en la direccion de dX; de forma que dX; = v; dX,

entonces

. o dX. .
du 0w AX; Oy g Uy g (3.2.45)
dX an aX an / dX )

Puesto que el gradiente de desplazamiento material ou,/0X, puede ser

descompuesto Unicamente en una parte simétrica y otra antisimétrica, el vector

desplazamiento relativo du;se puede expresar como

. Ou, . Ou,
du, = 1 %+ Y +l ou, o, dx, o
20X, oX,) 210X, oX, ’

du = [% UV, +V. u)+ %(uvx - qu)} -dX (3.2.46)

Al primer término del corchete de ecuacién (3.2.46) se lo conoce como el
tensor de deformacion lagrangiano lineal l; y al segundo término se lo conoce

como el tensor de rotacion lagrangiano lineal y se denota por

o ou,
w2 g woLley —va (3.2.47)
"Tolax, axi 2

En un desplazamiento para el cual el tensor de deformacion /; es idénticamente
nulo en las proximidades del punto Py el desplazamiento relativo en aquel
punto sera una rotacion infinitesimal de cuerpo rigido. Esta rotacion infinitesimal

se expresa por el vector rotacion

wl:%g,.jk% 6 w:%v xu (3.2.48)
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en funcion del cual el desplazamiento relativo esta dado por la expresiéon

du, =euwdX, O du=wxdX (3.2.49)

1

El desarrollo de la descripcion lagrangiana del vector desplazamiento relativo,
del tensor de rotacién lineal y del vector de rotacion lineal es completamente
paralelo al desarrollo para las correspondientes cantidades eulerianas. Segun

ésto, la descripcion euleriana del veclor desplazamiento relativo es

di =g 6 du=K-d (3.2.50)
Oxj

y del vector desplazarniento relativo unitario

dx .
dui:au,-iz%uj 6 M_w . n-kp (3.2.51)
axj dx 8xj : dx ’

La descomposicion del gradiente de desplazamientos euleriano ou, /ox; da

lugar a la expresion

du, | 1(0Ou, ©Ou;| 1(0ou, Ou .
A B I Y U
dx |2\ ox, ox ) 2(0x; oOx /

1

du = [% uV,+V u)+ %(MVX - qu)} ~dx (3.2.52)

El primer término del corchete de ecuacion (3.2.52) es el tensor de deformacion
lineal euleriano &;. El segundo término es el tensor de rotacion euleriano lineal y

se denota por

ou,
o =L Ml s oLy —va (3.2.53)
b2\ éx;  ox 2
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De ecuacion (3.2.53), el vector de rotacion euleriano lineal se define segun

o :%gijk% 6 w:%vx xu (3.2.54)

en funcion del cual el desplazamiento relativo esta dado por la expresion

du; =g 0,dx, 6 du=wxdx (3.2.55)

3.2.9 INTERPRETACION DE LOS TENSORES DE DEFORMACION
LINEALES

Para la teoria de las deformaciones pequefas, el tensor lagrangiano de
deformacion finita L; de ecuacion (3.2.34) se puede sustituir por el tensor de

deformacion lagrangiano lineal [, y aquella expresion se puede escribir ahora

(dx)* —(dX )’ = (dx—dX)(dx +dX)=21,dX,dX, 6

(dx)> = (dX)’ = (dx — dX)(dx +dX) =dX -2L-dX (3.2.56)

Figura 3.2.4: Elemento diferencial de linea PyQo
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Dado que para deformaciones pequenas dx =~ dX, esta ecuacion se puede

escribir en la forma

dx —dX X, dX,. ) dx-dX . R
=] — s=Lvv. 0 =v-L-v
aX Ydax dx V'Y dX

(3.2.57)

El primer miembro de la ecuacion (3.2.57) se interpreta como el cambio de
longitud por unidad de longitud original del elemento diferencial y se denomina
deformacion normal para el elemento de linea que originalmente tiene los
cosenos directores dX/dX.

Cuando se aplica ecuacion (3.2.57) al elemento diferencial de linea PyQq,
situado en P, respecto a un conjunto local de ejes, como se representa en la
Figura 3.2.4, resultara la deformacién normal de ese elemento. Debido a que

PoQ yace en este caso a lo largo del eje X»
dX,/dX =dX,/dX =0, dX,/dX =1
y por lo tanto la ecuacion (3.2.57) se convierte en

dx —dX . ou,
ax 7 ax,

(3.2.58)

De esta manera, la deformacién normal de un elemento que originalmente esta
a lo largo del eje X, constituye la componente /»,. De igual modo para los
elementos situados originalmente a lo largo de los ejes X; y X3, la ecuacion
(3.2.57) da los valores de las deformaciones normales /11 y I35 respectivamente.
Por lo tanto, en general, los términos diagonales del tensor de deformacion
lineal representan deformaciones normales en las direcciones coordenadas.

La interpretacion fisica de los términos que no ocupan la diagonal de /; se
puede obtener por consideracion de los elementos de linea originalmente

situados a lo largo de dos de los ejes coordenados.
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Figura 3.2.5: Deformacion de PoQy y PoM,

En la Figura 3.2.5, los elementos de linea PyQo y PoM, que originalmente estan
a lo largo de los ejes X» y X3 respectivamente, se convierten después de la
deformacion, en los elementos de linea PQ y PM respecto al conjunto paralelo
de ejes locales con origen en P. El angulo recto original entre los elementos de
linea se convierte en el angulo 6. De ecuacion (3.2.44) y de acuerdo a la
hipétesis de la teoria de las deformaciones pequefias, una aproximacion de
primer orden da para el vector unitario en Py en la direccion de Q,

PRI SRS (3.2.59)
ox, ox,

y, para el vector unitario en P en la direccién de M,

=g O s Lo (3.2.60)
ox, ' oX,
Por lo tanto

. Ou, Ou, N Ou, N Ou,

cosd=n, n,= (3.2.61)
0X, 0X, 00X, 0X,

0, despreciando el producto que es de orden superior,
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Ouy | Ouy
oX, oX,

cosf =

=21, (3.2.62)

Posteriormente, tomando el cambio del angulo recto original entre los

elementos como y,, =7/2-6, y recordando que para la teoria lineal 1>; es

muy pequefo, resulta

¥y mseny,, =sen(z/2—6)=cosl =21, (3.2.63)

Por lo tanto, las componentes que no ocupan la diagonal del tensor de
deformacion lineal representan la mitad del cambio de angulo recto original que
formaban un elemento con otro. Estas componentes de deformacion se
denominan deformaciones cortantes o distorsiones y, debido al factor 2 de
ecuacion (3.2.63), estas componentes del tensor son iguales a la mitad de las
deformaciones cortantes familiares en ingenieria.

También se puede hacer un desarrollo esencialmente paralelo e igual al
presentado para la interpretacion de las componentes de /;, con el tensor de
deformacion euleriano lineal g;. La diferencia esencial en las deducciones
estriba en la eleccidon de los elementos de linea que en la descripcidn euleriana
han de yacer a lo largo de los ejes coordenados en el estado deformado. Los
términos diagonales de g; son las deformaciones normales y los demas son las
deformaciones cortantes. En el marco de las pequefas deformaciones, para el
que se admite como valido /; = g no se hace ninguna distincion entre las

interpretaciones euleriana y lagrangiana.

3.210 RELACION DE EXTENSION. INTERPRETACION DE LAS
DEFORMACIONES FINITAS

Una medida importante de la deformacién debida al aumento de longitud de un
elemento de linea diferencial es la relacidn dx/dX, conocida como relacion de
extension. Esta cantidad puede ser definida ya sea en un punto Py de la
configuracion no deformada o en el punto P de la configuracion deformada.
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Entonces de la ecuacion (3.2.32) la relacién de extension al cuadrado en el

A

punto Py para un elemento de linea a lo largo del vector unitario m=dX /dX

esta dada por

2
dX
B

Analogamente, de ecuacion (3.2.28) el reciproco de la relacién de extension al
cuadrado para un elemento de linea situado en P a lo largo del vector unitario

n=dx/dx esta dado por

2
(dxj L@ty 4 ] ; (3.2.65)
,

— | =—=0C. 0
dx Ay ) dx dx A
Para un elemento que originalmente esta a lo largo del eje local X> como indica
la Figura 3.2.4, m=e, y por lo tanto dX+/dX= dXs/dX = 0, dX/dX = 1 de forma

que la ecuacion (3.2.64) expresa para este elemento

N, =Gy, =1+2L, (3.2.66)

Andlogamente se pueden obtener resultados similares para A7, | y A%, .
1 3

Para un elemento paralelo al eje x» en el estado deformado, la ecuacion
(3.2.65) indica

1

2
(&)

=1-2E,, (3.2.67)

1
—— Y —-—- Engeneral, A,
@) @)

con expresiones similares para las cantidades

no es igual a 4, puesto que el elemento situado originalmente a lo largo del
eje X2 no estara situado de igual manera a lo largo del eje x> después de la

deformacion.
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La relacién de extension proporciona la base para la interpretacion de los

tensores de deformaciones finitas. EI cambio de longitud por unidad de longitud

original es
dx; XdX =j—;—1 — Ay, -1 (3.2.68)

y para un elemento PyQy a lo largo del eje X, (de la Figura 3.2.4), el

alargamiento unitario es por lo tanto

Ly =AMy, —1=41+2L, -1 (3.2.69)

(2)

Este resultado también se puede deducir directamente de ecuaciéon (3.2.34).
Segun la teoria de las deformaciones pequefias, la ecuacion (3.2.69) se reduce
a ecuacion (3.2.58). También, los alargamientos unitarios L) y L) estan dados
por ecuaciones analogas en funcién de L4,y L33 respectivamente.

Para los dos elementos de linea diferenciales indicados en la Figura 3.2.5, el

cambio de angulo y,, =z/2—-6 se expresara en funcionde A,y A, , por

seny,, = 2y _ 2Ly (3.2.70)

AN, \/1 +2Ly, \/1 +2Ls,

Cuando las deformaciones son pequenas, la ecuaciéon (3.2.70) se reduce a la
ecuacion (3.2.63).

3.2.11 TENSORES DE EXTENSION. TENSOR DE ROTACION

La llamada descomposicion polar de un tensor de segundo orden, no singular y
arbitrario, se expresa por el producto de un tensor de segundo orden simétrico
y positivo con un tensor de segundo orden ortogonal. Cuando se aplica dicha
descomposicion multiplicativa al gradiente de deformacién F, se puede escribir

el resultado como
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Fy=— F=RSy=T,R, 6 F=R-S=T-R (3.2.71)

en el que R es el tensor de rotacion ortogonal, y Sy T son tensores simétricos
positivos conocidos como tensor de extension positiva y tensor de extension
negativa, respectivamente.

La interpretacion de la ecuacion (3.2.71) la proporciona la relacion dada por
ecuacion (3.2.31). Introduciendo los productos internos de ecuacion (3.2.71) en

ecuacion (3.2.31) resultan las ecuaciones

dx, = R,S,dX, =T R.dX, 6 dx=R-S-dX=T-R-dX (3.2.72)

De estas expresiones, a la deformacion de dX; en dx; como se ve en la Figura
3.2.2, se le pueden dar dos interpretaciones fisicas. En la primera forma del
segundo miembro de la ecuacion (3.2.72), la deformacion consiste en un
alargamiento secuencial (dado por S) y una rotacién positiva, seguidos de un
desplazamiento de cuerpo rigido hasta el punto P. En la segunda
interpretacion, la traslacion de cuerpo rigido a P va seguida de una rotacion
negativa y finalmente de un alargamiento (dado por T). La traslacién, desde

luego, no altera las componentes vectoriales relativas a los ejes X; y xi.
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3.2.12 PROPIEDADES DE TRANSFORMACION DE LOS TENSORES DE
DEFORMACION.

Los diversos tensores de deformacion Lj, Ej, lj y & definidos respectivamente
en ecuaciones (3.2.35), (3.2.37), (3.2.40) y (3.2.41) son todos tensores
cartesianos de segundo orden como se indicd por los dos indices libres de
cada uno. Segun ésto, para un conjunto de ejes girados X’ que tienen la matriz

de transformacion [b;] respecto al conjunto de ejes locales sin primas X; en el

punto Py como se representa en la Figura 3.2.6(a), las componentes de L'l.j y

"

/.. ; estan dadas por

i/"

L'lj = bipququ 0 L'G = BLG 'BC (3273)
y
li'j = bipqulpq 6 L =B1 'BC (3274)

a) b)

Figura 3.2.6: Transformacion de los sistemas de ejes coordenados
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De igual modo, para los ejes girados x, que tienen la matriz de transformacion
[a;j] en la Figura 3.2.6 b), las componentes de £, y e;, son

E.=aa E 6 E,=A-E,-A (3.2.75)

q pjqT pq
e, =aa.c, 6 E =AFE- 4 (3.2.76)

Por analogia con la cuadrica de tensiones, se pueden dar las cuadricas de
deformacion lineal lagrangiana y euleriana respecto a las coordenadas
cartesianas locales 7,y & en los puntos Py y P respectivamente como se
indica en la Figura 3.2.7. Asi, la ecuacion de la cuadrica de deformacion

lagrangiana esta dada por

Lnn,=xh*> 6 n-L.-p=x%h’ (3.2.77)

Figura 3.2.7: Cuadricas de deformacién lagrangiana y euleriana

y la ecuacién de la cuadrica de deformacion euleriana es

g&é,=+tg" 6 &-E-&=+¢ (3.2.78)
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Dos propiedades importantes de la cuadrica de deformacion lineal lagrangiana
(euleriana) son las siguientes:

1. La deformacidén normal respecto a la longitud original (final) de un elemento
de linea es inversamente proporcional a la distancia al cuadrado desde el
origen de la cuadrica Py (P) a un punto de su superficie.

2. El desplazamiento relativo de una particula vecina situada en Qp (Q) por
unidad de longitud original (final) es paralelo a la normal de la superficie de la
cuadrica en el punto de interseccion con la linea PyQp (PQ).

Una percepcion adicional de la naturaleza de las deformaciones locales en las
proximidades de Py la proporciona la definiciéon del elipsoide de deformacion en
aquel punto. De esta manera para un medio continuo no deformado, la
ecuacion de la superficie limite de una esfera infinitesimal de radio R se da en

funcidn de las coordenadas materiales locales por ecuacion (3.2.26) segun
(dX)' =6,dXdX;=R* 6 (dX)’=dX-1-dX =R’ (3.2.79)

Después de la deformacién, la ecuacién de la superficie de las mismas

particulas materiales, esta dada por ecuacion (3.2.28) segun
(dX)* = C,dx,dx; = R* 6 (dX)’=dx-C-dx=R’ (3.2.80)

la que representa a un elipsoide conocido como elipsoide de deformacion
material. Por lo tanto, un volumen esférico de un medio continuo en un estado
no deformado se transforma por la deformacibn en un elipsoide en P,.
Analogamente, un volumen esférico infinitesimal en P en el medio continuo
deformado se origin6 a expensas de un elemento de volumen elipsoidal en el
estado no deformado. Para una esfera de radio r situada en P, las ecuaciones
de estas superficies en funcién de las coordenadas locales estan dadas por

ecuacion (3.2.30) para la esfera, segun
(dx)* = O, dx,dx ;= oo (dx)Y’=dx-l-de=7r" (3.2.81)

y por ecuacion (3.2.32) para el elipsoide
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() =GdXdX,=r" 6 (dx)=dX -G-dX =r’ (3.2.82)

El elipsoide de ecuacién (3.2.82) se denomina elipsoide de deformacion
espacial. Estos elipsoides de deformacion tal como aqui se han descripto se

conocen habitualmente como elipsoides de deformacion de Cauchy.

3.2.13 DEFORMACIONES PRINCIPALES. INVARIANTES DE
DEFORMACION. DILATACION CUBICA.

Los tensores de deformaciones lineales, lagrangiano y euleriano son tensores
cartesianos de segundo orden simétricos y por lo tanto para la determinacion
de sus deformaciones y direcciones principales se sigue el mismo
procedimiento de calculo ya presentado para el caso de tensiones.
Fisicamente, una direccion principal de un tensor de deformacion, es una
direccion para la cual la orientaciéon de un elemento situado en un punto dado
no se altera por una deformacién pura. El valor de una deformacién principal es
sencillamente el desplazamiento relativo unitario (deformacién normal) que
tiene lugar en una direccion principal.

Para el tensor de deformacion lagrangiano /; el vector desplazamiento relativo

unitario esta dado por ecuacioén (3.2.45), la que se puede escribir

du, , du .
d—X:(lij'FW-j)Vj (o) d—X:(L+W)'V (3283)

Llamando /" a la deformacion normal en la direccion del vector unitario n; la

ecuacion (3.2.83) da para una deformacion pura (; =0) la relacion

P =ln, 6 19=L-A (3.2.84)

Si la direccién n; es una direccion principal con una deformacion principal /,

entonces
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[ =In, =160, 6 19=1a=I-f (3.2.85)

g

Igualando los segundos miembros de ecuaciones (3.2.84) y (3.2.85) se llega a

la relaciéon
(l;=0,))=0 o (L-1)-a=0 (3.2.86)

que junto con la condicidon nin; = 1 de los vectores unitarios n; proporcionan las
ecuaciones necesarias para la determinacién de la deformacion principal /y sus
cosenos directores n;. No existen soluciones triviales de la ecuaciéon (3.2.86) si
y sélo si el determinante de los coeficientes se anula. Por lo tanto,

[,-6,/=0 6 |L-11=0 (3.2.87)

que desarrollada da la ecuacion caracteristica de /; 6 sea la cubica
P-1P+1,1-1I,=0 (3.2.88)

donde 7, =1, =L, I, =4(1,~1,1), I, =|l;|=detL (3.2.89)

i jj

son respectivamente el primero, segundo y tercer invariantes de deformacion
lagrangianos. Las raices de ecuacién (3.2.88) son las deformaciones
principales denotadas por /1), Iz, /3.

El primer invariante del tensor de deformacion lagrangiano puede expresarse

en funcion de las deformaciones principales como

I =1, =1+, +15 (3.2.90)

y tiene una interpretacion fisica importante. Para verla, consideremos un
paralelepipedo rectangular diferencial cuyas aristas sean paralelas a las

direcciones de deformacion principales, tal como se representa en la Figura
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3.2.8. El cambio de volumen por unidad de volumen original de este elemento

paralepipédico se denomina dilatacion cubica y se expresa

AV, dX (1) )X (14 1) )dX (14 ) — dXdX X

D
s dX,dX,dX,

(3.2.91)

En la teoria de las pequefas deformaciones, la aproximaciéon de primer orden

de esta relacion es la suma

Dy=1y+1, +15=1, (3.2.92)

Figura 3.2.8: Cambio de volumen de un paralelepipedo rectangular

Cuando se considera el tensor de deformacion euleriano ¢; y su vector

desplazamiento relativo unitario £ asociado, las direcciones y deformaciones

principales &), gp2), ¢3) se determinan exactamente del mismo modo que sus
homologas lagrangianas. Los invariantes de deformacion eulerianos se pueden

expresar en funciéon de las deformaciones principales como

Iy =&0)+ &) * s,
I, = g,)&4, + €0)83) + E3)€0) (3.2.93)
I, = £,,64)&,
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La dilatacidn cubica correspondiente a la descripcion euleriana es

AV IV =D =g, +&, +&s, (3.2.94)

3.2.14 TENSORES DE DEFORMACION ESFERICO Y DESVIADOR

Cada uno de los tensores de deformaciones lineales lagrangiano y euleriano,
pueden desdoblarse en un tensor esférico y otro desviador de la misma forma
en la que se llevd a cabo la descomposicién del tensor de tensién. Si las
componentes de los tensores desviadores lagrangiano y euleriano se denotan

por djy ej respectivamente, las expresiones que resultan son

=dy+5,% o Lo, 10 (3.2.95)
£ , 1(trE)
g,=e;+0,—% 6 E=E,+ (3.2.96)

"3

Los tensores desviadores estan asociados con la deformacién cortante, por lo
que la dilatacion cubica es nula. Por lo tanto, no es sorprendente que los
primeros invariantes dj y e; de los tensores de deformacién desviadores sean

idénticamente nulos.

3.215 DEFORMACION PLANA. CIRCULOS DE MOHR DE
DEFORMACIONES

Cuando solamente una de las deformaciones principales en un punto de un
medio continuo es cero, se dice que existe un estado de deformacién plana en
aquel punto. En la descripcion euleriana (la descripcion lagrangiana sigue
exactamente el mismo esquema), si se toma x3; como la direccién de
deformacidn principal nula, tiene lugar un estado de deformacién plana paralelo

al plano xs x2 y el tensor de deformacion esta dado por
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gll 812 O 811 812 0
=&, &, 0 0 [gij]: E, &, 0 (3.2.97)
0 0 0 0 0 O

Cuando x7 y x» son ademas direcciones principales, el tensor de deformacion

tiene la forma

&y 00 &y 0 0
g=| 0 5,0 | 6 lgl=| 0 &0 (3.2.98)
0 00 0 00

Muchos libros sobre resistencia de materiales y elasticidad, se refieren a un
estado de deformacién plana como un cambio de forma plana puesto que el
campo de deformacién es idéntico en todos los planos perpendiculares a la
direccion de la deformacién principal nula. Para una deformacion plana
perpendicular al eje xs3, el vector desplazamiento se puede tomar solamente
como una funcién de x; y x,. Las componentes de desplazamiento apropiadas

para este caso de deformacion plana se designan por

up = uy (X;,%,)
U, =u,(x,,X,) (3.2.99)

u, = C (una constante que frecuentemente se toma 0)

Introduciendo estas expresiones en la definicion de g; dada por ecuacion
(3.2.41) se obtiene el tensor de deformacion plana de la misma forma que la
indicada en ecuacioén (3.2.97).

Una descripcién grafica del estado de deformacién en un punto la proporcionan
los circulos de Mohr de deformaciones de una manera exactamente igual a la
presentada para los circulos de Mohr de tensiones. Con esta finalidad el tensor

de deformacion se presenta con frecuencia en la forma
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&y 3V 3V
&y = %7/12 &y %723 (3.2.100)

1 1
2V13 2723 €33

Aqui las y; (para i= j) son denominadas componentes de deformacion cortante
de ingenieria, que son el doble de las componentes de deformacién cortante
tensorial.

El estado de deformacion en un punto exento de cargas en la superficie limite
de un cuerpo de un medio continuo es localmente un estado de deformacion
plana. Frecuentemente en estudios experimentales que suponen medidas de
deformaciones en un punto de una superficie limite, los circulos de
deformaciones de Mohr resultan utiles para informar acerca de los estados
observados. Se miden tres deformaciones en un punto dado mediante una

roseta, y se construyen los circulos de Mohr a partir de estos datos.

v/24

€111 11 o

Figura 3.2.9: Circulos de Mohr para tension plana

En Figura 3.2.9 se representa un diagrama para un caso tipico de deformacion
plana, que se corresponde con los circulos de Mohr para una tension plana.
Las deformaciones principales se sefialan tal como aparecen en el diagrama, y
los valores maximos de la deformacion cortante estan representados por los

puntos Dy E.

3.216 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD PARA DEFORMACIONES
LINEALES
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Si las componentes de deformacion ¢; se dan explicitamente como funciones

de las coordenadas, las seis ecuaciones independientes (3.2.41)

—_1 aui auj
& =7 +
ox; O

se pueden considerar como un sistema de seis ecuaciones diferenciales
parciales para determinar las tres componentes de desplazamiento u;. El
sistema esta indeterminado y, en general, no poseera una solucién para una
eleccion arbitraria de las componentes de deformacion ¢;. Por lo tanto, si las
componentes de desplazamiento u; tienen valores unicos y continuos, han de
imponerse algunas condiciones a las componentes de deformacién. Las
condiciones necesarias y suficientes para un campo de desplazamientos

semejante son expresadas por las ecuaciones

2 2 2 2
0 & &y, _ J’ey 0 Ejm

—+ —_ =
Ox,0x, Ox,0x, 0Ox0x, Ox,0x,

0 (3.2.101)

En total hay ochenta y una ecuaciones en (3.2.101), pero solamente seis son
independientes. Estas seis, escritas en forma explicita y simbdlica aparecen

como
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L 8252” N 625222 5 o’g,,
0ox, Ox; Ox, Ox,
5 82552 . 825233 _ 0’¢,,
0Ox; Ox; 0x,0x,
3‘828233 N 8252” _5 0’e,,
ox, Oox; 0x,0x,
6 V, xexV_=0 (3.2.102)
4.i _ 0éy n 0&;, n 0¢1, _ 0’
ox,\ Ox, Ox, Ox, 0Ox,0x,
s 0 [0y 0sy  0sp | _ 0’ey,
ox,\ Ox, Ox, Ox 0x;0x,
6 0 [0en 02y Osp | _ 0’y
ox;\ Ox, Ox, Ox, Ox,0x,

Las ecuaciones de compatibilidad dadas en términos del tensor de deformacion
lineal lagrangiano /; también se escriben como una correspondencia obvia para
la forma euleriana empleada anteriormente. Para una deformacion plana
paralela al plano xsx,, las seis ecuaciones de (3.2.102) se reducen a la

ecuacion sencilla

0’¢,  0°gy _ 0’e,,
ox;  oxf Ox, Ox,

6 V, xexV_=0 (3.2.103)

donde ¢ es de la forma dada en (3.2.97).
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CAPITULO 4

LEYES CONSTITUTIVAS

4.1 GENERALIDADES

En forma general una ley constitutiva puede expresarse como

flo,0,6,6)=0 (4.1.1)

es decir como una funcién de la tension, de la deformacién y de las tasas de
deformacion y de tension que estan representando el cambio de las mismas en el
tiempo.

Usualmente una ley constitutiva es expresada en forma incremental. Las
relaciones entre incrementos de tensiones y deformaciones pueden ser

expresadas explicitamente en tensiones

o-ij = f;j (O-k/ )gmn

(4.1.2)
Sy = Byl
o, =Ey8y (4.1.3)
6 en forma inversa
&y =&y (gkl)d-ml7 (41 4)
¢, =C,,0, (para el caso lineal elastico) (4.1.5)
&; =C,,,(&4)0,, (para el caso elastico no lineal) (4.1.6)
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4.2 PASOS PARA LA FORMULACION DE UN MODELO CONSTITUTIVO

1. Formulacibn matematica del modelo en el marco de una teoria constitutiva
determinada.

2. ldentificacién de los parametros materiales

3. Calibracion de los parametros materiales mediante comparacion de
predicciones numéricas con resultados validos de ensayos experimentales.

4. Verificacion de la capacidad predictiva frente a otros resultados de ensayos de

la bibliografia.

Para una formulacién precisa de un modelo matematico se necesita conocer un
gran espectro de teorias materiales y hacer uso de varias de ellas en forma

combinada. Esto permitira obtener predicciones realistas y confiables.

4.3 CLASIFICACION DE MODELOS CONSTITUTIVOS PARA SOLIDOS

Las teorias constitutivas para soélidos pueden ser clasificadas en locales y no
locales, respondiendo esto ultimo a la definicion de Noll (Truesdell & Noll 1910).
En los modelos locales la ley de endurecimiento/ablandamiento viene dada en
términos de una relacion directa c-¢. En los no locales, y a fin de introducir
conceptos de ‘"longitud caracteristica" necesaria para eliminar la falta de
objetividad de las predicciones numéricas de modelos locales respecto del tamafio
de los elementos finitos, la ley endurecimiento/ablandamiento incorpora
parametros geométricos para tener en cuenta también estados de deformacion
fuera del punto considerado, en la evaluacion de tensiones. Tanto los modelos
locales como no locales pueden hacer uso de teorias elasticas y anelasticas para
la evaluacion de tensiones. En general las teorias a considerar en tales modelos
para materiales sélidos son multiples y diversas, y pueden ser clasificadas de la

siguiente forma
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4.3.2 MODELOS INELASTICOS: PLASTICIDAD

La revisién histérica indicada en esta seccion esta basada en la informacién
sobre teoria de la plasticidad dada en la bibliografia indicada en inciso 4.3.1 del
presente Capitulo 4 a la que se le agrega; Hill, R., (1950); Simo, J.C.& Taylor,
R., (1985); Hughes, T. (1987); Runesson, Sture & Willam, (1988); Etse, G. &
Willam, K., (1996)

4.3.21 GENERALIDADES

Las deformaciones elasticas se caracterizan por una recuperacion completa de
la configuracion o forma original, una vez que se retiran las cargas aplicadas, lo
que significa que el camino de carga y descarga en el diagrama o-¢, coinciden
y que entre ambas cantidades existe una unica relacion. Ademas las
deformaciones elasticas solamente dependen de la magnitud de la tension y no
de la historia de tensiones o de deformaciones previas. Cualquier cambio de
forma como respuesta de un medio continuo a las cargas aplicadas, o a
condiciones ambientales, que no obedezca a las leyes constitutivas de la
elasticidad clasica, se considera como una deformacion anelastica. En
particular, las deformaciones irreversibles que resultan de mecanismos de
deslizamiento, o de dislocaciones a una escala atomica, y que por lo tanto
conducen a cambios dimensionales permanentes, son conocidas como
deformaciones plasticas. Tales deformaciones tienen lugar a intensidades de
tension por encima de un cierto valor umbral conocido como limite elastico o

tension de fluencia, que se denota por o, .

En la teoria de la plasticidad, la cuestion fundamental consiste en la
formulacién matematica de las relaciones tension-deformacién adecuadas para
la descripcion fenomenolégica de las deformaciones plasticas, y en la adopcién
de un criterio de fluencia apropiado para predecir el comienzo del
comportamiento plastico.

La frase "flujo plastico" se usa ampliamente en plasticidad para designar a una

deformacién plastica continua. No obstante, a diferencia del flujo de un fluido,
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un flujo plastico continuo se puede referir a una cantidad de deformacién, como
a una velocidad de deformacion.

Muchos de los conceptos basicos de la plasticidad se pueden introducir de una
forma elemental considerando el diagrama tension-deformacion de un ensayo
de traccién (o compresidn) uniaxial correspondiente a un material hipotético

como se indica en la Figura 4.3.2.1

oy ——

|____. i <P i ¢ E

Figura 4.3.2.1: Comportamiento elastoplastico general

En este diagrama o es la tensidn nominal (fuerza/seccion original), mientras
que la deformacidn ¢ se puede representar ya sea por la deformacion

convencional aqui definida por

e=(L-L,)/L, (4.3.2.1)

donde L es la longitud instantanea de la probeta y L, la longitud original, o por

la deformacidn natural (logaritmica) o real definida por

e=In(L/L)=In(l+e)=e—e’/2+0(e’) (4.3.2.2)
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Para deformaciones pequenas, estas dos medidas de la deformacidén son casi
iguales como se ve en ecuacion (4.3.2.2) y a menudo se puede despreciar la
diferencia.

El punto limite P, correspondiente al limite elastico oy, separa a la curva
tension-deformacién de la Figura 4.3.2.1 en un campo elastico y un campo
plastico. Desafortunadamente, este punto no siempre se encuentra bien
definido. Algunas veces se toma en el limite de proporcionalidad que esta
situado en el extremo superior de la parte inicial recta de la curva. En
ocasiones se puede también elegir un punto J, conocido como limite elastico
aparente de Johnson que se define como la tensién correspondiente al punto
en el que la pendiente de la curva alcanza un 50% de su valor inicial. También
se usan varios métodos equivalentes para definir este punto limite, uno de los
cuales es la tension que produce una deformacion permanente del 0.2%.

En el dominio elastico inicial, que puede ser lineal 6 no lineal, un aumento de la
tensibn da lugar a que el punto representativo del estado de tension-
deformacion se desplace hacia arriba a lo largo de la curva, y una disminucion
de la tension o una descarga da lugar a que dicho punto se desplace hacia
abajo a lo largo del mismo camino. Por lo tanto, en el campo elastico existe una
relacién biunivoca tension-deformacion.

En el dominio plastico, la descarga a partir de un punto tal como el B de la
Figura 4.3.2.1, da lugar a que el punto representativo de la tension siga el
camino BC que esencialmente es paralelo a la recta elastica inicial de la curva.
En C, cuando la tensién es nula, queda una deformacién plastica permanente
& . La deformacion elastica recuperable desde B se sefiala por & en la Figura
4.3.2.1. Si se vuelve a cargar desde C volviendo hacia B seguiria muy
estrechamente el camino BC pero con una curvatura en B, y con un pequefo
anillo de histéresis debido a la pérdida de energia en el ciclo de carga y
descarga. Después de volver a B es necesario un aumento de carga para
originar una deformacion posterior, condicibn que se conoce como
endurecimiento por trabajo o endurecimiento por deformaciéon. Esta claro, por
lo tanto, que en el campo plastico las tensiones dependen de las cargas

aplicadas o de la historia de deformacion del material. El efecto de la historia
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sera descripto exclusivamente a través de la evolucidon de parametros de
estado.

Aunque se reconoce que la temperatura tiene una influencia definitiva en el
comportamiento plastico de un material real, es costumbre, en general, suponer
condiciones isotérmicas y considerar a la temperatura como un parametro. De
igual modo, es una practica comun en la plasticidad tradicional despreciar
cualquier efecto que tuviera la velocidad de deformacion en la curva tension-
deformacion. Segun ésto, se supone que las deformaciones plasticas son
independientes del tiempo y separadas de fenémenos tales como la fluencia y

relajacion.

4.3.2.2 COMPORTAMIENTO PLASTICO IDEALIZADO

Gran parte de la teoria tridimensional que analiza el comportamiento plastico se
puede considerar como una generalizacion de ciertas idealizaciones de la
curva tension-deformacién unidimensional de la Figura 4.3.2.1. Los cuatro
diagramas tensiéon-deformacioén idealizados mas comunmente usados se
presentan en la Figura 4.3.2.2 acompafados cada uno de un modelo mecanico
sencillo. En la Figura 4.3.2.2a, la respuesta elastica y el endurecimiento por
deformacion se han omitido, mientras que en Figura 4.3.2.2b se incluye la
respuesta elastica, previa al limite elastico, pero no asi el endurecimiento por
deformacion. En ausencia del endurecimiento por deformacién la respuesta
plastica se denomina perfectamente plastica. Las representaciones a y b son
especialmente utiles para el estudio de la deformacién plastica restringida en la
que no son posibles deformaciones grandes. En la Figura 4.3.2.2c se ha
omitido la respuesta elastica y se ha supuesto que el endurecimiento por
deformacién es lineal. Esta representacion, asi como la a, se ha usado
ampliamente para analizar el flujo plastico no restringido.

Las curvas tension-deformacién de la Figura 4.3.2.2 aparecen en el contexto de
las curvas de tensiéon. La curva de compresiéon para una probeta no deformada
previamente (sin historia de deformacién plastica) se toma como la imagen de
la curva de tension respecto al origen. No obstante, si se aplica una tensién
reversible (tensibn a compresion o viceversa) a un material real, que ha sido

endurecido por deformacién se observa una disminucion definida del limite
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elastico. Este fendbmeno se conoce como efecto Bauschinger.

oy

M p———F

Y e
Rugoso

-

(a) Rigido-perfectamente pléstico

Oy | —— — —,

M F

1 5 77 e 7
Rugoso

(b) Elastico-Perfectamente plastico

oy 1

77 7 ALY,
Rugoso

(¢) Rigido-Endurecimiento por deformacion lineal

yl———s 1

1 . Y, 2
Rugoso

(d) Elastico-Endurecimiento por deformacién lineal

Figura 4.3.2.2: Diagramas tensién-deformacion ideales

En el caso de problemas unidireccionales el parametro material que define la
deformacion plastica puede ser obtenido del ensayo de traccion uniaxial. De
acuerdo a Figura 4.3.2.2d el material exhibe, inicialmente, un comportamiento
elastico lineal caracterizado por un modulo elastico E=E;+E,. Cuando las
tensiones alcanzan la tension de fluencia uniaxial oy cualquier incremento de
carga produce deformaciones gobernadas por el moddulo tangente Er=E>
correspondiente a la reduccion de rigidez del material. Para la relacion tension-

deformaciéon indicada en la figura luego del punto limite o de fluencia, el
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modulo tangente Er es la pendiente de la curva correspondiente a un
determinado nivel de tension. En particular, si se considera un incremento de
deformacién de correspondiente con un incremento de tensién do, el modulo

tangente Et se define como

_do

E ==
" de

(4.3.2.3)

4.3.2.3 TEORIA DEL FLUJO DE LA PLASTICIDAD

En la Teoria de la Deformaciéon de Hencky y Nadai, se establecen relaciones
entre las tensiones totales y las deformaciones totales, dando lugar asi a una

formulacién algebraica.
o, =0,(&,) (4.3.2.4)

Las deformaciones son descompuestas en una parte elastica y otra plastica
definiéndose la segunda en términos del actual estados de tensiones. Este

procedimiento es

g =g+ [ & =¢gl(oy) (4.3.2.5)

Consideraremos en lo sucesivo la llamada Teoria del Flujo de la Plasticidad. En
contraposicion a la teoria de la Deformacién de la Plasticidad; en el caso de la
Teoria del flujo y de comportamiento plastico, sélo la direccion de las
deformaciones plasticas se obtiene a partir de o como funcion del estado de
tensiones. Esta formulacién se basa en trabajos originales de Saint Venant en
donde se definen los ejes principales de las deformaciones plasticas en
dependencia de los ejes principales de las tensiones actuales. Estos
conceptos fueron ampliados por Levy y Mises y luego por Prandtl y Reuss
quienes establecen la hipdtesis basica de la Teoria del Flujo la cual es la
descomposicion de la tasa de deformaciones totales en partes elastica y
plastica:
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g, =¢ +¢ (4.3.2.6)

Para definir completamente un proceso elastoplastico deben formularse,
ademas del comportamiento material en régimen elastico, la condicion de flujo,

la ley de flujo y la regla de endurecimiento/ablandamiento.
4.3.2.4 CONDICION DE FLUJO

El pasaje de proceso elastico a plastico se describe por medio de la condicion

de flujo

F=F(o,;q) =0 (4.3.2.7)

en dependencia del estado de tensiones actuales dado por o, y de las

variables de estado q.

Una condicion de flujo es en esencia una generalizacién a un estado de tension
tridimensional del concepto de limite elastico bajo carga en una dimension.
Fundamentalmente, un criterio de plasticidad o condicion de flujo es una
relacion matematica entre las componentes del estado de tensiéon en un punto,
la que se ha de satisfacer para que tenga lugar el comportamiento plastico. En

general, un criterio de plasticidad se expresa por la ecuaciéon
f(o,;)=C, (4.3.2.8)
donde Cy es conocida como la constante de fluencia, o bien por la ecuacion

fi(o,)=0 (4.3.2.9)

en la que f;(oj) se denomina funcion de fluencia.
Para un material isétropo, la condicion de plasticidad tiene que ser

independiente de cualquier direccion y por lo tanto puede expresarse como una
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funcion de los invariantes de tension, o de otro modo, como una funcién
simétrica de las tensiones principales. Asi, en ecuacion (4.3.2.5) puede

aparecer como

fr(o,04,0,)=C, (4.3.2.10)

Ademas, la experimentacion indica, en el caso de materiales metalicos, que la
incipiencia de plasticidad no esta afectada por tensiones hidrostaticas
moderadas, de tal manera que es posible presentar la condicién de plasticidad

como una funcién de los invariantes desviadores de tensiéon en la forma

f;)(I[ZDJIIIZD):O (43211)

Estas condiciones de flujo o de plasticidad definen una superficie en el espacio

de tensiones que se denomina superficie de fluencia.

Los primeros trabajos de plasticidad estan relacionados con algunos aportes de
Saint-Venant, aunque el primero que hablé de criterios de roturas fue Coulomb
en 1773, luego Rankine en 1873 utilizé los desarrollos previos de Coulomb
para analizar la rotura de muros de hormigén.

Todos los estudios buscaban determinar de qué dependian las deformaciones
plasticas o anelasticas. Las primeras propuestas afirmaban que dependian de
Il5, luego estas teorias fueron evolucionando traduciéndose en propuestas de
condiciones de plasticidad o criterios de fluencia.

De las numerosas condiciones de flujo que han sido propuestas, algunas de
ellas son razonablemente sencillas y aun lo suficientemente exactas como para
que sean de gran utilidad en la fluencia inicial de los materiales is6tropos.

Se pueden diferenciar los criterios establecidos para metales de los criterios

establecidos para los llamados geomateriales.

Criterios de fluencia para metales: El concepto de plasticidad fue aplicado
inicialmente para metales, demostrandose que su rotura no esta influenciada

por la presién hidrostatica o que la misma es despreciable. Esta importante
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conclusion llevd a la formulacion de los criterios de fluencia o de plasticidad
independientes del primer invariante de tensiones, tales como los criterios de

Trescay Von Mises.

Criterios de fluencia para geomateriales: En los ultimos afos el término
geomateriales es muy utilizado para materiales como suelos, rocas y hormigén.
Estos materiales tienen en comun y, en contraste con los metales, una gran
sensibilidad en su comportamiento a la presién media, presentando distinta
resistencia a traccién y compresion.

No obstante esta caracteristica comun existen diferencias entre suelos, por un
lado, y rocas y hormigones, por el otro.

Los suelos sufren, usualmente, grandes deformaciones cortantes y es para
ellos que se utiliza la denominacién de “plasticos”.

Las rocas y hormigones, por otro lado, son materiales fragiles, excepto bajo
alta compresiéon triaxial. Sin embargo, a pesar de que clasicamente se
denomina material fragil a aquellos que rompen inmediatamente después de
alcanzar el limite elastico, algunas rocas y hormigones pueden desarrollar
deformaciones inelasticas significativamente mayores que las deformaciones
elasticas.

Los hormigones, morteros y algunas rocas pueden desarrollar deformaciones
permanentes que comparadas con las deformaciones elasticas son
significativas. Estas deformaciones permanentes se deben a distintos
mecanismos pudiendo mencionarse como muy importante la apertura y cierre
de fisuras.

Los criterios de plasticidad dependientes de la tension media, muy utiles en el
caso de rocas, suelos y hormigones tuvieron su origen en la teoria de rotura de
Mohr. Dicha teoria indica que la falla ocurre sobre un plano de un cuerpo
cuando las tensiones de corte y normales llegan a una combinacién critica.

Dicha expresion critica puede indicarse por la funcién 7 =+g(o). Esta ecuacion
representa un par de curvas en el plano de Mohr, de tal manera que un estado
de tensiones determinado por los tres circulos de Mohr es seguro si los tres
circulos se encuentran dentro de las curvas llegandose a un estado critico
cuando uno de los tres es tangente a las mismas. Estas curvas son las
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envolventes de los circulos de Mohr representantes de la falla y son llamadas,
por lo tanto, envolventes de falla de Mohr. Otro criterio dependiente de la
tension media es el de Drucker-Prager.

En este trabajo se describen los criterios de Tresca, Von Mises, Drucker-Prager
y Mohr-Coulomb y, se utilizan en el analisis numérico del pull-out test los

criterios de Von Mises y de Drucker Prager.

(1) CRITERIO DE TRESCA 6 Teoria de corte maximo

Tresca desarrolld su teoria para metales publicando su famoso trabajo en
1864. Esta afirma que el comportamiento plastico de un metal comienza
cuando la tensibn de corte maxima alcanza un valor critico Cy.
Matematicamente, la condicidén se expresa en su forma mas sencilla cuando se

da en funcion de las tensiones principales. Asi, para o>oy >oy, €l criterio de

Tresca esta dado por

% (o1-om) = Cy (4.3.2.12)

siendo Cy= cte.

Al relacionar la constante Cy con el limite elastico a tracciéon uniaxial, toma el

valor Cy= oy/2. Por lo tanto, el criterio de Tresca adopta la forma

O] -0j|I= Oy (4.3.2.13)

En el caso de estado de corte puro la constante Cy es igual a k, y el criterio de

Tresca se escribe en la forma

o1 - o= 2k (4.3.2.14)

donde k representa la maxima resistencia de corte que se obtiene del ensayo

de corte puro.
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Generalizando la ecuacion (4.3.2.14) a todas las tensiones cortantes
obtenemos para el criterio de Tresca la representacion de un hexagono como
se indica en la Figura 4.3.2.3

El gran problema del criterio de Tresca, desde el punto de vista numérico, son

las esquinas que complican su implementacidén en cédigos computacionales.
(2) CRITERIO DE VON MISES o Teoria de la Energia de distorsion

Aunque es Von Mises quien lo hace conocido al criterio, en realidad éste es de
Huber, Levy, Hencky.

Esta condicion afirma que la deformacion plastica comienza cuando el segundo
invariante del desviador de tensiones alcanza un valor critico.

Matematicamente, la condicién plastica de Von Mises establece que

I, =C, (4.3.2.15)
que escrita en funcion de las tensiones principales es

((71 “Oy )2 + (0-11 “Ou )2 +(O-111 —0; )2 =6C, (4.3.2.16)

Respecto al limite elastico a traccion uniaxial, se prueba facilmente que la

ecuacion (4.3.2.16) da lugar a
(01 —Oy )2 + (0-11 —Ou )2 + (0-111 —0; )2 = 20_}% (4.3.2.17)

También, en relacion con el valor del limite elastico a corte puro k, la condicidén

de Von Mises (4.3.2.16) aparece en la forma

(O-I_O}I)2+<O-II_O-III)2+(O-H[—O-[)2 = 6k’ (4.3.2.18)
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donde k representa la maxima resistencia de corte que se obtiene del ensayo
de corte puro. En dicho estado tensional no se activan tensiones principales y
sélo se activan tensiones fuera de la diagonal principal.

La representacidon deviatérica del criterio de Von Mises esta dada por un circulo

como se indica en Figura 4.3.2.3.

- Curvas de fluencia originales

(a) Circulos de Mises (b) Hexagonos de Tresca

Figura 4.3.2.3: Representacion Deviatoérica de los Criterios de Von Mises y Tresca

Computacionalmente es mas facil trabajar con un circulo que con un hexagono.
Los criterios de Tresca y Von Mises coinciden en los vértices del hexagono
pero no en los puntos intermedios, esta diferencia aparece por la influencia en
Ilsp de la tensidn normal intermedia. Ensayos realizados en metales han
demostrado que esa tensién intermedia tiene influencia, entonces el criterio de
Von Mises es mas preciso para representar la falla en metales que el de
Tresca.

En Figura 4.3.2.4 se indica la representacion hidrostatica del criterio de Von
Mises, el cual no depende del primer invariante (/s), razén por la cual no es

adecuado para materiales cohesivos.
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\21lsp

Is/\3

Figura 4.3.2.4: Representacion Hidrostatica del Criterio de Von Mises

A continuacion se analiza el criterio de Von Mises en estado plano de tensiones
para los casos de compresion y traccion uniaxial, corte puro y compresion
biaxial, suponiendo siempre que

o, 20, 20,

Recordando el criterio seguido por Von Mises para el cual la superficie de

fluencia tiene la expresion
I, = é[(O'1 -0,) +(0,-0,) +(0,-0)’]+0, +05+o), =k’ (4.3.2.19)

e Compresion uniaxial: 03<0 y o01= 02= oy12=023= 013=0

Uy = (0 +031=k = ([ 124 f]= f2 = My =103 (4.3.220)

e Traccidon uniaxial: 0v<0 y o0»= 03= o12=023= 013=0

= ([0t +0i1=k = [f2 4 f21= ] f2 =1y, = (03 (4.3.2.21)
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Noétese que tanto en el caso de compresion como de traccidn uniaxial se arriba

al mismo valor de /lsp. Si el material es isotrépico resulta
1, 2 1
f.=f, =0, yporlotanto /I, =30 =K~ conlocual K =ﬁay (4.3.2.22)

De esta manera se encuentra el parametro k del criterio de Von Mises.
e Corte Puro 012¢0 Y O1= 02= 03= 023= O013~= 0
Reemplazando en el criterio de Von Mises obtenemos

2
oy 5 oy

Oy o291 4.3.2.23
; s s Ne ( )

Iy, =0, =k =

Esto significa que la resistencia al corte puro del metal es menor en el factor

1/v3 a la del ensayo uniaxial de traccién o compresion.
e Compresion biaxial:

o1 y(72¢0 Yy o3=0
sy = £1(01=0.) +(0, -0 +(0-7)° =k (43.224)

Sustituyendo k=0, /-/3

2
Oy

3

61l5, = (0 -20,0,+0;)+0, +0] =6

(4.3.2.25)

luego 207 —20,0, +20; =6k’ =20, (4.3.2.26)
Dividiendo por 2 o;
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(GIJ _(mj(%}(%j . (4.3.2.27)
0, Oy \ Oy Oy

Esta representacion da una elipse en el plano de tensiones oy - o» y se indica
en la Figura 4.3.2.5

A
a,/0,

v

o,/0,

Figura 4.3.2.5: Representacion del criterio de Von Mises para compresioén biaxial
(3) CRITERIO DE DRUCKER-PRAGER

La condicién de fluencia de Drucker-Prager, a diferencia del criterio de Von
Mises considera la dependencia del primer invariante. La formulaciéon del

criterio de Drucker-Prager es

_ 2seng 2 6ccosg _
F_x/§(3—sen¢) z+l ﬁ(3—sen¢) 0

(4.3.2.28)
Donde ¢ y ¢ son cohesion y angulo de friccibn interna del material
respectivamente.

Llamando
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2sen ¢
o=——+—1 4.3.2.29
J3(3=sen¢) * ( )
y
6¢ccos ¢
= 7P 4.3.2.30
« J3(3—sen ) ( )
entonces el criterio puede expresarse de la forma
aly +1I{* —x =0 (4.3.2.31)

La representacion deviatorica del criterio de Drucker-Prager es un circulo al
igual que la representacion deviatorica del criterio de Von Mises.

La influencia del primer invariante que diferencia ambos criterios, se traduce en
la forma de la representacion hidrostatica que en el caso del criterio de
Drucker-Prager indica crecimiento de /lI;p con el incremento de la presion
hidrostatica. A continuacion se obtiene la interseccion con los ejes Is e Ilsp de
dicha curva.

Si /Is;p=0 entonces

_k _6cosg  3c

g =—= c=—"— (4.3.2.32)
a 2seng  tgg
Si Ix= 0 entonces
6ccosg |
CCoS 2
I, =|——" | = 4.3.2.33
D |:\/§(3—S6n¢)} K ( )

La representacion en el espacio de tensiones principales es un cono recto

como se indica en Figura 4.3.2.6.
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(4) CRITERIO DE MOHR-COULOMB

La condicion de fluencia de Mohr-Coulomb puede ser expresada en el espacio

de tensiones principales mediante la expresion
flo,x)=1(0,—0;)+% (0, +05)send(x)—c(x)cos g, (4.3.2.34)

donde c y ¢ son la cohesion y el angulo de friccion interna, respectivamente, y
#o es el angulo de friccion interna inicial.
La representacion de la superficie de fluencia en el espacio de tensiones

principales es una piramide hexagonal como se indica en Figura 4.3.2.6.

63 CY3

/& . .

=

61 <y1

Figura 4.3.2.6: Representacion de las superficies de fluencia de Mohr-Coulomb y

Drucker-Prager en el espacio de tensiones principales.

4.3.2.5 LEYDEFLUJO

Cuando el estado de tensiones alcanza la superficie de fluencia, el material
tiene deformaciones plasticas, también llamadas flujo plastico. En la teoria de
la plasticidad el cambio de deformaciones plasticas se define mediante la ley

de flujo, a partir del potencial plastico Q
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e =199 i (4.3.2.35)
/ oo

ij

El escalar A sirve de factor entre el gradiente y el incremento de deformaciones
plasticas. Dado que 4 crece monoténicamente, su tasa 4 no es negativa.

La ecuacién (4.3.2.35) deriva de la llamada formulacién de tasa de la ley del
flujo. En general la funcion del potencial plastico se expresa como una funcion
de los invariantes de tensiones. Para algunos materiales la funcion de potencial
plastico Q y la funcion de fluencia F, pueden ser iguales, en cuyo caso se

habla de flujo asociado de la plasticidad

Una interpretacion matematica del factor A deriva, en realidad, de la

formulacién variacional de la ley del flujo, segun la cual
lo,-0 ):ef 20 Vo < Bl (4.3.2.36)

la ecuacion (4.3.2.36) se basa en el Principio de Maxima Disipacion Plastica
que equivale a la condicién de convexidad de la superficie de fluencia y a la
condicién de normalidad en el espacio de tensiones.

La solucion de la desigualdad indicada en ecuacién (4.3.2.36) se obtiene de la

proyeccion de la tension elastica af en la region B{q} por medio de la energia

métrica definida por el tensor de flexibilidad C;. Esta solucion equivale a

minimizar la energia E(oy)
min E(c ) (4.3.2.37)

con la condicién auxiliar

o; € B(g) (4.3.2.38)
donde
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E=4(of -0} ):¢;:(0) —0,)=10] &) (4.3.2.39)

la solucién de la ecuaciéon (4.3.2.39) con la condicibn dada por ecuaciéon
(4.3.2.38) se encuentra a partir del calculo variacional utilizando la ecuacion de

Lagrange. Para ello se define el problema de la forma auxiliar

L(o;;A)=E(o,)+AF (0, :q) (4.3.2.40)

y

La condicibn extrema se encuentra haciendo estacionaria la ecuacion
(4.3.2.40) con lo cual

OE 39 (4.3.2.41)
oo, 0o
pero

oF

?‘ij =—c; (a;jE —0,)= —8; (4.3.2.42)
luego

P Ly NN (4.3.2.43)

P do, / oo,

de donde se deduce que A esta relacionada con los parametros de Lagrange
del calculo variacional y se obtiene de la estacionalidad del problema auxiliar
segun ecuacion (4.3.2.43) que resulta de minimizar la energia simétrica E con
la condicion auxiliar dada por ecuacion (4.3.2.38).

En realidad la ecuacién (4.3.2.37) define las bases del Método de Integracion
de Tensiones conocido como Bacward Euler o Clossest Point Proyection.

La ecuacion (4.3.2.37) con la ecuacion (4.3.2.38) puede también ser planteada

para el caso de flujo no asociado, que corresponde al caso en que la
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proyeccion de a,.f a o, no se realiza en la métrica energéeticamente definida

por C; sino por un tensor de flexibilidad transformada

Cu=4; ¢y (4.3.2.44)

donde el tensor Ajy es un operador de transformacion de cuarto orden que

define la relaciéon

O e din=al (4.3.2.45)

60'ij o

Teniendo en cuenta la ecuaciéon (4.3.2.44), la ecuaciéon (4.3.2.36) puede

escribirse ahora como

(o —O';j):c% :(O'f -0,)20 VO'i'j € B(q) (4.3.2.46)

i
y la ecuacién (4.3.2.39) queda

E LA ., _E
E(O'U.)ZE(G” —O'ij).C‘_/_kl (o —0oy)

(4.3.2.47)

de donde resulta, luego de plantear la estacionalidad del problema auxiliar,

gf’:;ia—Q

q 8 o_ij

ya que de ecuacion (4.3.2.47) se obtiene

OE
—=—c¢, (0 —0,)=—4

el (4.3.2.48)
oo

e (A E __
.Cij.(O'”—O'ij)— A; ¢

i

luego
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Ok 19 _ —A; &) +n=0 (4.3.2.49)

oo oo

premultiplicando ambos miembros por A,;l y teniendo en cuenta la ecuacion

(4.3.2.45) resulta

& =M n=Am=1%2 (4.3.2.50)

oo

4.3.2.6 REGLA DE ENDURECIMIENTO/ABLANDAMIENTO

Los materiales ingenieriles muestran en general una transicidon continua de
comportamiento elastico o plastico ideal. Esta transicibn es lo que se
denomina usualmente endurecimiento.

En realidad los materiales ingenieriles denotan luego de alcanzada la
resistencia maxima, que en el marco de la elastoplasticidad corresponderia al
punto donde se alcanza el comportamiento plastico perfecto, una reduccion de
la resistencia bajo crecimiento continuo de la deformacién aplicada. Estas
observaciones son obtenidas en ensayos de probetas de materiales donde los
registros corresponden a fuerzas y desplazamientos, es decir, son registros de
problemas estructurales. Antes de la descripcion continua, estos fenomenos
estructurales son modelados al nivel de relaciones tension-deformacion, lo cual
consiste en un mapeo de las relaciones carga-desplazamiento en diagramas
tension-deformacion, esto es, las tensiones son computadas como el cociente
entre las fuerzas y el area transversal del material o estructura virgen, y las
deformaciones como el cociente entre el desplazamiento y la longitud del
especimen. Esto conduce, obviamente a una pendiente negativa del diagrama
tensién-deformacioén, que usualmente es llamado ablandamiento.

Para describir la evolucion de los parametros de estado durante los fenomenos
de endurecimiento/ablandamiento se utilizan dos criterios alternativos. Por un
lado, el llamado endurecimiento/ablandamiento de deformacién y por el otro, el

trabajo de endurecimiento/ablandamiento.
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En el primer caso los parametros de estado tienen una ley de evolucion

definida de la forma

g=AJm:m (4.3.2.51)

Por el contrario en el caso del trabajo de endurecimiento/ablandamiento, la

evolucién de g viene dada como

g=Ao,;:m (4.3.2.52)

En el caso mas general, cuando se tiene mas de un parametro de estado, la ley

de evolucion de g viene dada por
g=H,:¢] =AH; :m (4.3.2.53)

donde H es un tensor cuyo orden varia en funcion del orden del tensor q.

4.3.2.6 CONDICION DE CONSISTENCIA DIFERENCIAL

De la condicion de fluencia F=0 se deduce la condicibn de consistencia
plastica que establece que la evolucidon F debe ser también nula al cabo del

proceso elastoplastico
F=0 (4.3.2.54)

Tomando aproximacion en serie de Taylor para F' =0 y cortando la serie en los

términos de primer orden, resulta

F=—:6.+—:9=0 (4.3.2.55)

de la condicion de Prandtl-Reuss se deduce
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E P
& =& +¢; (4.3.2.56)
por lo tanto premultiplicando ambos miembros por el tensor E
Eyéy=Ey & +Ey ey =Ey &7 + Ey, o Am (4.3.2.57)

La ecuacion (4.3.2.57) puede escribirse

E _ p _LE___.P
o =o0,+0; conlocual o, =0, -0 (4.3.2.58)

La ecuacion (4.3.2.58) permite observar que lo que es aditivo en deformaciones
es sustractivo en tensiones.

Retomando la ecuacién de consistencia (4.3.2.55)

F=n:o;+r:AH,:m=n:E, (& —Am)+r:AH :m=0 (4.3.2.59)
donde

oF OF
r=— ; n=

0q 00
por lo tanto

E e E e

A= Rl _ (4.3.2.60)

—n:H :m+n:E :m E,+E,
reemplazando la ecuacion (4.3.2.60) en ecuacion (4.3.2.58) expresada como

o, =0, —0; =E, (& —Am) (4.3.2.61)

ij ij i
queda
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6, =Epey— "M (0 B 5 Y= Ee Lo g mn E, & (43262
ij Tk Ckl _m(nop opqr qr)_ ijkiCk m ijklmklnop opgr < qr ( e )

P n P n

cambiando los subindices

1
O =| Eju _(]Ei' My, E, k[:|gk[ (4.3.2.63)
ij {/ Ep+En ijqr’"qr* op™op
donde
E:/E: = Eiik/ _[IJEﬁqrmqrn(}pEopkl (43264)
E,+E,

es el tensor de cuarto orden operador material tangente elastoplastico que se
anula cuando no hay plasticidad.

La diferencia indicada en el factor entre corchetes de la ecuacién (4.3.2.63)
indica la degradacion del tensor E. Si se realiza la operaciéon distributiva en
dicha expresién se obtiene la diferencia entre el predictor elastico y el corrector

plastico.

4.3.2.7 ENDURECIMIENTO ISOTROPICO

Se dice que existe endurecimiento isotrépico cuando hay un cambio de tamario

de la superficie de fluencia sin desplazamiento en el espacio de tensiones.

4.3.2.8 ENDURECIMIENTO CINEMATICO

El endurecimiento plastico cinematico ocurre cuando existe un desplazamiento

de la superficie de fluencia sin cambio de volumen.
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CAPITULO 5

METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

5.1 INTRODUCCION

En este Capitulo se realiza, en el punto 5.2, una descripcidén sintética de la
discretizacion del problema continuo utilizando el Método de los Elementos
Finitos por ser ésta la metodologia de analisis utilizada en el capitulo siguiente.
En el punto 5.3 se indican, esquematicamente, los pasos necesarios para la

implementacién computacional del método.

Dadas las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento mecanico
de un sélido con sus condiciones de borde existen basicamente para su
resolucién dos caminos posibles

a) Encontrar la solucidén exacta

b) Buscar una solucién aproximada al problema planteado

Dentro de la alternativa b) es posible resolver las ecuaciones diferenciales, que
gobiernan el comportamiento mecanico del medio continuo, trabajando con una
formulacioén integral equivalente a un planteo débil o “promediado” de la forma
fuerte o diferencial. Es decir, la inexistencia de una solucién exacta de validez
punto a punto del continuo obliga a una consideracion “estructural”, integral o
débil en la cual la solucion tiene validez en el conjunto pero no en cada punto.
A pesar de la gran simplificacién de la forma integral respecto de la diferencial,
la solucion de este problema continua siendo compleja. Por ese motivo las
técnicas de solucién que prevalecen son las numéricas frente a las analiticas.
En otras palabras, las ecuaciones integro-diferenciales que definen el problema
estructural en forma débil son reemplazadas mediante técnicas y métodos
numéricos (Rayleigh Ritz; residuos ponderados, etc.) en ecuaciones
algebraicas de facil solucion. Esta es precisamente la base del Método de los

Elementos Finitos, el cual en las ultimas cuatro décadas se ha convertido en el
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procedimiento numérico mas utilizado para la resolucidon numérica aproximada
del sistema de ecuaciones diferenciales que expresa el comportamiento de un
problema fisico y es, por ende, muy utilizado en el analisis de estructuras,
segun Klaus-Bathe, (1982) Hughes, (1987), Zienkiewics & Taylor, (1994), entre

otros.
5.2 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

De acuerdo a lo indicado, el Método de los Elementos Finitos permite obtener
los valores de tensiones y deformaciones como una aproximacién de la
solucién exacta. Sélo en los casos especiales de elementos de reticulados,
vigas, porticos este método conduce a soluciones que coinciden con los
meétodos analiticos. La formulacién del método puede hacerse de acuerdo a

las siguientes metodologias generales

a) Equilibrio

b) Principio de la Energia Potencial Total

c) Principio de los Trabajos Virtuales

d) Método de los Residuos Ponderados de Galerkin

5.2.1 METODO BASADO EN EQUILIBRIO

El método de equilibrio se basa en satisfacer el equilibrio de cada elemento
individual y de todo el sistema. Es un método sencillo que puede interpretarse
desde un punto de vista fisico.

El planteo general de un problema estructural involucra: desplazamientos y
cargas externas por un lado, y campos de tensiones y de deformaciones, por el
otro. Dichas magnitudes estan relacionadas en cualquier problema de
continuos elasticos; elastoplasticos; elastoviscoplasticos, etc., a través de las
ecuaciones de equilibrio, ecuaciones de compatibilidad geométrica y de las
ecuaciones constitutivas.

Para el caso de pequefias deformaciones, es decir, problemas de linealidad
geomeétrica, las ecuaciones de compatibilidad que relacionan desplazamientos

con deformaciones son lineales. Por lo tanto, puede admitirse dentro de
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margenes de error admisible, que la configuracion deformada 6 euleriana
coincide con la configuracion de referencia o lagrangiana. Como consecuencia
las ecuaciones de equilibrio pueden establecerse con respecto a la
configuracién no deformada de la estructura considerada, en lugar de hacerlo
con respecto a la configuracion deformada.

Si, ademas el material es lineal elastico, es decir, se trata de un problema de
linealidad fisica, las ecuaciones constitutivas seran lineales, ocurriendo lo
mismo para las ecuaciones de equilibrio a nivel estructural. De esta manera se
dice que se esta en presencia de un andlisis estructural lineal. Esto significa
que una duplicacion de la accion (ya sea en fuerzas o desplazamientos)
provoca una duplicidad de la reaccion correspondiente.

Reemplazando las ecuaciones de compatibilidad en las ecuaciones
constitutivas y las ecuaciones resultantes en las de equilibrio, se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales en términos del campo de
desplazamientos, a partir del cual se podria obtener el campo de
deformaciones y de tensiones. Sin embargo, y para la gran mayoria de las
estructuras ftridimensionales, la solucion del sistema de ecuaciones
diferenciales con consideracién de las condiciones de contorno es imposible.
Por esto surge la necesidad de una solucibn numérica o aproximada del
problema. Esta es, precisamente, la base del Método de los Elementos
Finitos. En este método y desde el punto de vista del equilibrio el primer paso
para la obtencion de la solucién aproximada es la discretizacion del dominio en
una serie de nudos, nodos o puntos que dan lugar a la definicibn de
subdominios o elementos. Entonces, y de acuerdo a la discretizacion
planteada, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas en lugar de
diferencial. La funcion incégnita, en este caso el campo de desplazamientos
(pero bien podria ser otra si el problema no es estructural), es aproximada
localmente en cada uno de los subdominios por férmulas de interpolacion que
estan expresadas en términos de los valores que toma la funcién y sus posibles
derivadas en los nodos de los elementos. Este sistema puede ser considerado
como las ecuaciones de equilibrio expresadas en términos de desplazamientos
nodales. La solucién del sistema de ecuaciones algebraicas resultantes permite

determinar los valores de las incognitas (desplazamientos nodales) con los
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cuales, y en base a las funciones de interpolacion, pueden determinarse las
otras cantidades desconocidas (deformaciones; tensiones; etc.)

El planteo indicado permite arribar al sistema de ecuaciones del tipo
{P=[K]{a} (5.2.1)

donde {P}: es el vector de acciones (fuerzas; momentos; temperatura; etc.)
[K]=es la matriz de rigidez del sistema

{a}=es el vector de desplazamientos nodales incognita

El Método de la Rigidez directa es un método de analisis estructural matricial
que se basa en el método de las deformaciones y consiste en considerar a
cada elemento aislado de la estructura, de tal manera de establecer una
ecuacion matricial que defina el comportamiento de cada elemento individual.
Luego, considerando la interaccion de cada elemento con los restantes de
acuerdo a la forma en que ellos estan conectados en el sistema estructural,
puede definirse el comportamiento global de la estructura que conduce a la
solucion del problema. Este método, se basa en una interpretacion fisica 6
intuitiva del problema para la obtenciéon de la matriz de rigidez. Su aplicaciéon

involucra los siguientes pasos:

1. Identificacion estructural (acciones; geometria; materiales constitutivos;
condiciones de borde).

2. Evaluacién de las ecuaciones matriciales de cada elemento (matriz de
rigidez de cada elemento y vector de cargas nodales equivalentes).

3. Ensamble del sistema de ecuaciones (montaje de la matriz de rigidez global
y del vector de cargas global de toda la estructura).

4. Reduccion del sistema de ecuaciones mediante consideracion de
condiciones de borde.

5. Solucién del sistema reducido de ecuaciones lo cual involucra la inversion
de la matriz de rigidez para la obtencién del vector de desplazamientos
nodales.

6. Evaluacion de las fuerzas de los elementos.
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7. Evaluacion de reacciones de apoyo mediante la solucion del sistema
extendido de ecuaciones.

8. Evaluacion de magnitudes secundarias (deformaciones; tensiones; etc.).
5.2.2 METODOS BASADOS EN CONCEPTOS ENERGETICOS

El Método de Equilibrio obtiene la matriz de rigidez a través de una
interpretacion fisica. Ello es valido dentro de ciertos sistemas como los
constituidos por elementos lineales. En el caso de sistemas planos o
tridimensionales es necesaria una interpretacion matematica del problema
basada en conceptos energéticos y variacionales para obtener un
procedimiento general y sistematico que permita obtener matrices de rigidez
para elementos de forma, geometria e incégnitas arbitrarias.

La expresién integral de equilibrio en problemas de elasticidad bidimensional
puede obtenerse, como se indicd precedentemente, haciendo uso del Principio
de los Trabajos Virtuales (PTV), que no es otra cosa que la estacionalidad del
Potencial Total de Energia, lo cual es un planteo mas general que excede el
ambito de la Ingenieria Estructural. En esta seccion se planteara el problema a
través de la utilizacion del PTV.

Teniendo en cuenta las tensiones y deformaciones que contribuyen al trabajo

virtual de la estructura, la expresion del PTV puede escribirse como:

[[(e.0, +02,0, + 6y, 7., )t dA= [[(Sub, +6vb,)t dA -+ (Sut, +Svt, )t dls +
A A j (5.2.2)
Z(&’IiUi + &}lV[)

El segundo miembro de la ecuacion 5.2.2 representa el trabajo de las fuerzas
repartidas por unidad de volumen by, by, de las fuerzas repartidas sobre el
contorno f, t,;, y de las fuerzas puntuales U, V; en virtud de los
desplazamientos virtuales ou, ov. Desde el punto de vista matematico mas
general, esto representaria la forma estacionaria de la energia potencial de las
acciones exteriores. El primer miembro, por otro lado, representa el trabajo

que las tensiones oy, gy, 7y, realizan sobre las deformaciones virtuales Jg, dg,y
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oyy- A e 1 son el areay el contorno de la seccion transversal del sélido y t su
espesor. Haciendo también en este caso la analogia matematica, el primer
miembro de la ecuacion (5.2.2) representaria la estacionalidad de la energia
interna de deformacion de un medio continuo, respecto de cambios
diferenciales y admisibles del campo de deformaciones expresados como
gradientes del campo de desplazamientos. En problemas de tensiéon plana ¢
coincide con el espesor real, mientras que en problemas de deformacién plana
es usual asignar a t un valor unidad.

La ecuacion (5.2.2) puede escribirse en forma matricial como:

[[oc" ot da = [[ou"bt da+Jou"tt ds+Y oulq, (5.2.3)
A A / i

donde

8¢ = [se,,8¢,,8y,, '; 8u=[5u,8v} b=[b,,b, [
(5.2.4)
t= [tx’ty]T; ou, = [Sui’évi]T; q; = [Uiavi]T
Puede observarse que, en este caso particular, en las integrales del PTV sélo
intervienen primeras derivadas de los desplazamientos, lo que exige
continuidad de clase Cy a la aproximacion de elementos finitos. En otros casos
tales como los relacionados con flexidon de vigas o placas las formas débiles o
integrales del equilibrio involucran derivadas de orden superior de los
desplazamientos y, por lo tanto, se requieren de formulaciones C’ o superiores
de elementos finitos.
A partir de la ecuacién (5.2.3) se obtendran, a continuacion, las ecuaciones de
la discretizacion. Primeramente se considerara la formulacion del elemento
triangular de tres nodos por ser el mas sencillo y luego se considerara la

formulacion del elemento de cuatro nodos utilizado en el presente trabajo.
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5.2.2.1 DISCRETIZACION DE UNA ESTRUCTURA EN TRIANGULOS DE
TRES NODOS.

La primera etapa del analisis es la discretizacién en elementos finitos con lo
cual se obtiene la malla correspondiente que constituye una idealizacion de la
geometria real. Por consiguiente, el analisis por elementos finitos reproduce el
comportamiento de la malla o modelo mateméatico escogido, y no el de la
estructura real. Para estimar el grado de precision de la solucion de elementos
finitos a la exacta debera comprobarse el error de la solucibn mediante
indagacion de los llamados errores “a priori” y a “posteriori’, de acuerdo a
Klaus-Bathe, (1982), Zienkiewics & Taylor, (1994).

5.2.2.2 DISCRETIZACION DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS

El elemento tipico triangular denominado “constant strain” se caracteriza por
sus tres nodos y sus coordenadas. Dichos nodos tienen en la malla arbitraria
de elementos finitos, ver Figura 5.2.1, la numeracion global i, j, k y las
coordenadas (x1,y1), (X2,¥2), (X3,y3). La numeracion global de los nodos |, j, k se
corresponde con la identificacion local 71, 2y 3, respectivamente. En la practica
es usual utilizar la numeracion local para el calculo de las matrices del
elemento y hacer uso de la correspondencia entre numeros locales y globales
para el ensamblaje, de manera similar al calculo matricial de estructuras.

Considerando un elemento aislado de la malla, como el indicado en la Figura
5.2.1, podemos expresar los dos desplazamientos cartesianos de un punto
cualquiera del elemento en funcion de los desplazamientos de sus nodos como

se indica en ecuaciones (5.2.5)
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Y

X
Nodo Variables nodales Coordenadas nodales
Elemento |—

local | global | locales | globales | locales | glopates

i i u, u; X X

® - Vi i Y Yi

- u, u; X X

1 2 ]

2 B Y Yz Yi

u u X X

Area: A" k 3 K 3 k

3 Yy Y Ya Yic

Figura 5.2.1: Discretizacion de una estructura en elementos triangulares de

deformacién constante. Variables nodales

u=Nu, +N,u, +N,u,
v=N,v,+N,v, + N,v,

(5.2.5)

donde (u;Vvi) y N; son los desplazamientos horizontal y vertical y N; las funciones

de forma del elemento. Por simplicidad se adoptan las mismas funciones de

formas para definir la aproximacion de los desplazamientos en las direcciones

horizontal y vertical, respondiendo asi a los argumentos de isotropia de

desplazamientos y deformaciones.

La ecuacion (5.2.5) puede escribirse matricialmente de la forma:

u] [N, 0N, 0 N,0 ]lu,
u= =
v 0 N,ON, 0 N; ||lv,

(5.2.6)
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u=Na® (5.2.7)

u:{u} (5.2.8)
\%

es el vector de desplazamientos de un punto del elemento

N, 0
N =[N,,N,,N,]; con N,:L) N} (5.2.9)

las matrices de funciones de forma del elemento y del nodo i del elemento,

respectivamente, y

al®
© © © _ Ui
a =<a, con a;” = (5.2.10)
\%

i

(e)
a;

los vectores de desplazamientos nodales del elemento y de un nodo |.

N vy a® estan compuestos de tantas submatrices N; y subvectores a'*,
respectivamente, como nodos tiene el elemento.

La expresion de las funciones de forma del elemento triangular de tres nodos
se puede obtener como sigue. Los tres nodos del elemento definen una

variacion lineal del campo de desplazamientos

u=0, +0,X+0a,y (5.2.11)

V=0, +0X+0y
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Si suponemos que la interpolaciéon de u y v se efectua de idéntica manera,
basta con obtener la expresion de las funciones de forma para uno de los dos
desplazamientos. Asi, por ejemplo, para el desplazamiento u se tiene que
cumplir que sus valores en los nodos coincidan con las correspondientes

incognitas nodales,

u, = a, +o,x + a5y,
U, =a,+a,x, +a;y, (5.2.12)

Uy = Q) +0LX; T+ LY,

Resolviendo dicho sistema de ecuaciones y sustituyendo en ecuacion (5.2.11)

los valores encontrados para as, az, a3 se obtiene la siguiente expresion para u

1
U= @ [(a, +b,x +c,y)u, +(a, +b,x +c,y)u, +(a; +b,x +c,y)u, ] (5.2.13)

donde A® es el area del elemento, y
8, =Xy, —X¥;, b =Yy;—-y, ¢ =x-X; 1Ljk=123 (5.2.14)

Comparando ecuacion (5.2.5) con ecuacion (5.2.13) se deduce

1
Ni=oa®

(a,+bx+cy), 1=123 (5.2.15)
La representacion grafica de las funciones de forma se muestra en Figura
5.2.2. Cabe observar que las funciones de forma toman el valor unidad sélo en

el nodo al que corresponde y cero en los restantes nodos.
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vz

u = Nyu, + Npu, + Nsu,

v = NV, + Nov, + Navy

Figura 5.2.2: Funciones de forma del elemento triangular de tres nodos

5.2.2.3 DISCRETIZACION DEL CAMPO DE DEFORMACIONES

Tomando la ecuacién 5.2.5 y reemplazandola en las ecuaciones diferenciales

de deformaciones se obtiene

g, =_= v, + v, + \A (5.2.16)

y en forma matricial
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22 222

donde

B= [BI’BZ’B3]

[ON

i

Oox

0
oN,

Ny Ny Ny |

ox ox ox Vi

0 Miz g Max g Ny |t
oy o ||v, (5.2.17)

ON, ON,. 0N, ON,.0N; N, ||u,

dy ox oy ox oy x ||v,
(5.2.18)
(5.2.19)

es la matriz de deformacién del elemento, y

(5.2.20)

B. =] 0

oN,
| Oy

Oox
ON,

ox |

es la matriz de deformacion del nodo J.

B esta compuesta de tantas submatrices B; como nodos tiene el elemento.

Particularizando las expresiones para el elemento triangular de tres nodos se

obtiene

1
2A(€)

b 0ib, 0:b 0
0 ¢:0 ¢:0 ¢

¢ bi:ic, by:cy by

Yy, por consiguiente

(5.2.21)
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b 0

B, = 2 4© 0 ¢ (5.2.22)
c. b.

5.2.2.4 DISCRETIZACION DEL CAMPO DE TENSIONES

La expresion discretizada del vector de tensiones en el interior del elemento se
obtiene mediante sustitucidén directa de la ecuacion (5.2.18) en la relaciéon entre

tensiones y deformaciones
o =D& =DBa" (5.2.23)

Si existieran tensiones o deformaciones iniciales la expresion extendida a

utilizar seria
o =D(e-£")+c° = DBa") — D&’ + o (5.2.24)

Puede apreciarse en ecuacion (5.2.21) que las componentes de la matriz de
deformaciones del elemento triangular de tres nodos son todas constantes, es
decir, son independientes de la posicion. Se deduce entonces que los campos
de deformaciones y de tensiones son constantes en todo el elemento. Esto es
consecuencia directa del tipo de elemento y de la linealidad asumida para el
campo de desplazamientos. Por consiguiente, en zonas de alta concentracion
de tensiones sera necesario utilizar una malla tupida para aproximar la solucién

de tensiones con suficiente precision.
5.2.2.5 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE LA DISCRETIZACION

Para la obtencion de las ecuaciones de equilibrio de la discretizacion
partiremos de la expresiéon del PTV aplicada al equilibrio de un elemento
aislado, como el de la Figura 5.2.3. Se destaca que aunque se analice un

elemento triangular de tres nodos, la mayoria de las expresiones que se
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obtendran son completamente generales y aplicables a cualquier elemento
bidimensional.

Se supone que sobre el elemento triangular actuan fuerzas repartidas por
unidad de area (fuerzas de cuerpo) b, y en sus lados fuerzas repartidas por
unidad de longitud (fuerzas de superficie) t. Las fuerzas de superficie pueden
ser: a) Debidas a fuerzas exteriores que actuan sobre los lados del elemento
que forman parte del contorno exterior de la estructura, y b) Debidas a las
fuerzas de interaccidon entre elementos que se transmiten a través de sus lados
comunes. Estas ultimas pueden ignorarse desde un principio pues se anulan

en el ensamblaje.

fuerzas de superficie: 1

fuerzas de cuerpo b= {bu}

fuerras podales de
equilibria;

9=1
gdafes uxf-pmi P= {

Figura 5.2.3: Fuerzas sobre un elemento triangular de tres nodos

Se supondra que el equilibrio del elemento se establece unicamente en los
nodos. Podemos entonces definir fuerzas puntuales que actuen en los nodos
(denominas fuerzas nodales) que equilibren las fuerzas debidas a la
deformacion del elemento y al resto de las fuerzas actuantes sobre el mismo.

El PTV aplicado al elemento, conduce a la expresién

”55 otdd= [[oubtda+ { ou"u ds+Z&,U +Z5VV (5.2.25)

4© 1)
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donde du, y dv, son los desplazamientos virtuales de los nodos del elemento y

Ui y V; las fuerzas nodales que corresponden a dichos desplazamientos. El

trabajo virtual de dichas fuerzas puede despejarse de la ecuacidén anterior

r - r _ T _|s,@f @
H&g ot dA Aﬂ&t bt dA [ié‘u tds =[0a] g (5.2.26)

A(
donde para el elemento triangular de tres nodos

50(6) :[&11,5\/1,&42,5\}29&’[3>5‘)3]T

“ . (5.2.27)
q :[UlaVl’U27V27U3’V3]

De ecuaciones (5.2.7) y (5.2.18) se puede escribir

ou” =loa " NT 5 86" =[5 BT (5.2.28)

Sustituyendo ecuacion (5.2.28) en ecuaciéon (5.2.26) y sacando factor comun

oa'” en el primer miembro se obtiene

61| [[B"otaa~ [[N"brda~ {N"u s |=[sa 4 (5.2.29)

4© 4@ 1)
Teniendo en cuenta la arbitrariedad de los desplazamientos virtuales, resulta

T _ T _ T _ @
AHB ot dA A([_)[N bt dA ,iN ttds=gq (5.2.30)

La ecuacion (5.2.30) expresa el equilibrio entre las fuerzas nodales, las fuerzas
internas debidas a la deformacion del elemento (primera integral) y las fuerzas
de cuerpo (segunda integral). Sustituyendo ahora el vector de tensiones o por
su expresion en términos de los desplazamientos nodales, utilizando la forma

mas general de la ecuacion (5.2.24), se obtiene
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[[B"(DBa® - D&" + "YidA~ [[N"btdA~ {N"tds = ¢

A© 4@ 1)

operando algebraicamente

A©

K©aq© — £ = 4©
donde

K© = j jBTDBtdA

A©

es la matriz de rigidez del elemento, y

f(e) =fg(e) +f;8) + b(e)+](;(€)

es el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento, siendo

(e) _ T 0
A —AHB D&tdA
e _ T _0
1= AHB o tdA

£ = [[N"brda

A©

£ = {N"uds

i

(5.2.31)

{ i BTDBtdA}a(E) - A{ jBTDgOtdA + AH B 5 tdA — AH NTbtdA — li N'tdS =q" (5.2.32)

(5.2.33)

(5.2.34)

(5.2.35)

(5.2.36)

(5.2.37)

(5.2.38)

(5.2.39)

los vectores de fuerzas nodales equivalentes debidos a deformaciones

iniciales, tensiones iniciales, fuerzas repartidas por unidad de area y fuerzas
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repartidas en el contorno, respectivamente. Las expresiones de la matriz de
rigidez y de los vectores de fuerzas nodales equivalentes obtenidas son
totalmente generales y, por consiguiente, aplicables a cualquier tipo de
elemento bidimensional.

La ecuaciéon de equilibrio global de la malla se obtiene como en estructuras de
barras, estableciendo la compatibilidad geométrica y el equilibrio en los nodos.
Es decir, imponiendo que la suma de las fuerzas nodales de todos los
elementos que concurren al nodo particular considerado sea igual a la fuerza

nodal exterior aplicada.

>4 =p, (5.2.40)

donde ¢'° representa los vectores de fuerzas nodales de los distintos

elementos que comparten el nodo de numero global j, y p; el vector de fuerzas
puntuales exteriores actuando en dicho nodo. Las ecuaciones de equilibrio del
sistema se pueden obtener a partir de las contribuciones de las matrices de
rigidez y los vectores de fuerzas nodales equivalentes de los diferentes
elementos, siguiendo las reglas de ensamblaje basadas en la compatibilidad
geomeétrica entre elementos. Luego del ensamblaje, la ecuacién matricial global

se puede escribir como
Ka=F (5.2.41)

siendo K, a y F la matriz de rigidez, el vector de desplazamientos nodales y el

vector de fuerzas nodales equivalentes de toda la malla respectivamente.

5.2.2.6 FORMULACION BASICA DEL ELEMENTO RECTANGULAR PLANO
DE CUATRO NODOS

Se formulard a continuacion el elemento rectangular de cuatro nodos para
problemas de elasticidad bidimensional.
Supongamos un elemento aislado con el sistema de coordenadas locales r, s

que se indica en Figura 5.2.4. Por tener cuatro desplazamientos nodales en
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cada direccion hay que definir el campo de cada desplazamiento en el interior

del elemento por un polinomio de cuatro coeficientes enry s.

Figura 5.2.4: Discretizacion de una viga pared con elementos rectangulares de cuatro

nodos. Definicién de ejes locales ry s

La interpolacién mas simple es la siguiente

u(x,y) =0, +0,r+0o,5+0,rs

(5.2.42)
V(X,y) = 0Ls + 0L+ 0L,S + 0L IS

De las ecuaciones anteriores se desprende que la distribucion de vy v a lo
largo de cada lado es lineal y depende soOlo de los valores de los
desplazamientos en los dos nodos que conectan cada lado con el elemento
contiguo. Por lo tanto, la interpolacion escogida garantiza la compatibilidad del
campo de desplazamientos. Las cuatro constantes para cada desplazamiento

se determinan utilizando las ocho condiciones siguientes en el sistema de
coordenadas r, s.

u=u, yv=v, parar=-a, s=-b

u=u, y v=v, parar=-a, s=-b

u=u, yv=v, parar=a, s=b (5.2.43)
u=u, y v=v, parar=a, s=b
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Sustituyendo dichas condiciones en ecuacion (5.2.42) y resolviendo el sistema
de ecuaciones para calcular las o, para cada desplazamiento, se puede
reescribir la ecuacion 5.2.42 como (puesto que se utiliza la misma interpolacion

para u y v, basta con obtener las funciones de forma para uno de los dos

desplazamientos)

u= Nu, 5 v=) Ny, (5.2.44)

4
| | (5.2.45)
N3=(1+)(1+SJ ; N4=(1—j(1+sj
4 a b 4 a
Las ecuaciones (5.2.45) pueden escribirse como
U
Y
U,
L_ful_[N0 N, 0 §N3 0 Ne 0| oo (5.2.46)
vl |0 NP O N, O Nyi O N, ||uy
Vs
u,
Vs

siendo
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N, 0
N=[N1,N2,N3,N4] ; N; = 0 N
a'®
© (5.2.47)
q© =1 ) g =%
aﬁe) ’ l Vi
aff)

la matriz de funciones de forma y el vector de desplazamientos del elemento y
del nodo /, respectivamente.

La matriz de deformacion del elemento se obtiene

al®

4 (e)

£=> Ba" =[B,,B,,B,,B, o[ =Ba" (5.2.48)
i=1 a,

aff)

donde la submatriz B; viene dada por la ecuacion (5.2.22) correspondiente al
elemento triangular de tres nodos. Se debe observar que en este caso el
campo de deformaciones no es constante a pesar que se trata de un campo de
desplazamientos asumido como lineal. Para el céalculo de las submatrices B;

es conveniente advertir que

ON, 0N,

1

oN, _aN
o or O oy os

; (5.2.49)

La matriz de rigidez y los vectores de fuerzas nodales equivalentes se obtienen
a partir del PTV tal lo explicado para elemento triangular. La matriz de rigidez

del elemento rectangular de 4 nodos es:

B'DB, B'DB, B'DB, B'DB, |
” “.  B]DB, B]DB, B]DB,
o B'DB, BIDB,
Sim. BIDB, |

K = I B" DBtdrds = tdrds (5.2.50)

A©
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Los vectores de fuerzas nodales equivalentes se obtienen por las ecuaciones
(5.2.36) a (5.2.39), haciendo uso de las expresiones correspondientes para N;

y Bi. La contribucion al nodo i de las fuerzas uniformemente repartidas sobre el

elemento es
g (@A) |b,
fbf)=(j {b} (5.2.51)
y

ello significa que, la fuerza total se reparte equitativamente entre los cuatro
nodos. Asimismo, puede encontrarse facilmente que una fuerza uniformemente
repartida sobre un lado perteneciente al contorno se reparte por partes iguales
entre los dos nodos de dicho lado. Partiendo de la formulacién indicada del
elemento rectangular de 4 nodos pueden obtenerse otros elementos mejorados

tales como el elemento isoparamétrico y elementos de mayor orden.

5.3 METODOS DE SOLUCION NUMERICA EN ANALISIS NO LINEAL

En esta seccidén se presentan los pasos necesarios para la implementacion y
solucion computacional en el caso de materiales con comportamiento
inelastico, de acuerdo a NAFEMS, (1992); Crisfield, (1991); Spyrakos, (1994)
Spyrakos, (1997)

En este caso la solucion numérica requiere de una discretizacién espacial (con
elementos finitos) y de un analisis incremental para reproducir precisamente la
respuesta no lineal fisica. Para establecer el equilibrio entre las fuerzas
internas y las fuerzas externas, en cada incremento, se utilizan procedimientos
iterativos con lo cual se puede indicar que se esta ante un proceso de solucién
incremental-iterativo.

El proceso de solucion se indica esquematicamente en la Figura 5.3.1. En
dicho proceso, para cada incremento de fuerzas o de desplazamientos, se

parte de valores de u, K, ¢ o, y E conocidos.
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5.3.1 PROCEDIMIENTO ITERATIVO

El desplazamiento total u; es actualizado iterativamente mediante incrementos
ou; hasta que la condicién de equilibrio es alcanzada dentro de una tolerancia
preestablecida. Existen distintos procedimientos iterativos siendo la diferencia
entre ellos el camino utilizado para determinar du;. El incremento iterativo es
calculado usando la matriz de rigidez K que permite representar la linearizaciéon
de la relacion entre el vector fuerza y el vector desplazamiento. Dicha matriz de
rigidez es cambiada en cada iteracién. Los métodos que se pueden utilizar son
Newton-Raphson, Quasi-Newton, Constan Stiffness Method, entre otros,

incluyendo combinaciones de los métodos mencionados

5.3.2 PROCEDIMIENTO INCREMENTAL

El proceso incremental puede realizarse de distintas maneras

-Control de Carga
-Control de Desplazamientos

-Método Arc-Length o de Control Mixto

En los dos primeros casos el proceso sera con control de carga o de
desplazamientos, segun el incremento se aplique directamente a las cargas o
a los desplazamientos, respectivamente.

El Método Arc-Lengh o de Control Mixto, fue especialmente disefiado por
Crisfield (1991) para acelerar el proceso iterativo a efectos de obtener la
convergencia en respuestas mecanicas materiales o estructurales de fuertes no
linealidades. Particularmente su uso es conveniente en el caso de
comportamientos tipo “snap back” en los cuales se registran descensos de
carga y desplazamiento combinado en el sector de pospico. Este método
aumenta la velocidad de convergencia mediante la modificacién del tamafio del

paso (longitud de arco) de acuerdo a los resultados que se van obteniendo.

En el presente trabajo se utiliza el proceso incremental a través de control de
desplazamientos.
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Figura 5.3.1: Esquema del proceso de solucion iterativo-incremental
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CAPITULO 6
ANALISIS NUMERICO

Es dificil establecer el modelo mas adecuado para el estudio del
comportamiento de pernos anclados en hormigdén. La adopcion de dicho
modelo o teoria constitutiva ha sido y es motivo de muchas investigaciones
analiticas y experimentales. Esto se debe a que el complejo estado de
tensiones y la tortuosa respuesta de falla del sistema o condiciones de borde
que caracteriza al pull-out test requiere de formulaciones materiales capaces
de brindar predicciones realistas para estados tensionales que cubran todo el
espectro de situaciones posibles, incluyendo estados tridimensionales de
traccion y compresion combinadas. Por lo tanto, resulta dificultoso definir una
unica formulacién constitutiva que brinde soluciones precisas y de igual
confiabilidad para los estados tensionales fuertemente heterogéneos que
genera el pull-out test. Esta limitacién se ha visto reflejada en las conclusiones
de publicaciones recientes de RILEM y otras entidades cientificas, que indican
falta de consenso en cuanto a la teoria material mas eficiente para el estudio
de este tipo de ensayos. Esto se demuestra en los analisis comparativos, de
estudios numéricos llevados a cabo hasta el presente, en el Capitulo 2 de esta

tesis.

En el presente trabajo se discutiran, a través del analisis numérico del
problema en estudio en el marco del MEF con el uso del software ALGOR, los

siguientes modelos materiales:

v' Modelos con idealizacion material lineal elastica: en estado plano de
tensiones, en estado plano de deformaciones y en estado axialsimétrico.
v' Modelos con idealizacion material elastoplastica de tipo Von Mises y

Drucker Prager.
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En primer lugar el analisis lineal elastico es utilizado a fin de identificar las
areas donde se desarrollaran las mayores deformaciones, que en los sucesivos
analisis elastoplasticos daran lugar a zonas de localizacién de falla 6 fisuras.
Esto a su vez permite la optimizaciéon del mallado de los modelos de elementos
finitos en analisis. El analisis elastico, permite también la adopcién de
parametros adecuados para que el proceso de solucion sea mas eficiente.
Tales parametros incluyen: técnicas de solucion numérica, tamafo de
incrementos de carga, tolerancia de la solucién para la convergencia, numero
maximo de iteraciones para busqueda de equilibrio en cada paso de carga.
Finalmente, y con el estudio elastico del pull-out test se pretende analizar la
capacidad de la teoria elastica para evidenciar las propiedades mas relevantes
del comportamiento de este ensayo y la influencia de la geometria en dicho
comportamiento.

En segundo lugar, el analisis no lineal elastoplastico posibilita una
representacion mas realista del problema en estudio. Si bien es cierto que
existen muchas alternativas para la adopcidn de la ley constitutiva
representativa del hormigon, esta demostrado que en los casos particulares en
que existe un estado multiaxial de tensiones, este material se aparta
marcadamente del comportamiento fragil que presenta en el caso uniaxial.
Dada esta situacion, el hormigon se torna mucho mas ductil, alcanzando en el
punto de maxima resistencia, deformaciones 10, 20 6 30 veces superiores a las
correspondientes al estado uniaxial y tornandose su comportamiento

francamente plastico de acuerdo a Sfer et al. (1998).

En todos los casos analizados la atencion se focaliza en el estado de tensiones
reinantes durante el comportamiento de deformacién, por lo tanto se obtendran
las curvas de iguales tensiones y deformaciones maximas y minimas
principales y desplazamiento maximo en la cabeza del anclaje (Punto A de

Figura 6.1.1, correspondiente al extremo superior de la cabeza del perno)

En los casos particulares de modelizacion material elastoplastica se analizara
la capacidad de las teorias elastoplasticas para predecir el mecanismo de falla
del sistema en estudio y la influencia de la geometria del sistema y de la

resistencia del hormigobn sobre dicho mecanismo de falla. Para ello, se
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obtendra la curva carga-desplazamiento, la cual informara la carga ultima y el
tipo de comportamiento para cada caso. Dicha carga ultima se correlacionara
con la resistencia del hormigon.

Los resultados obtenidos seran comparados con los reportados en la

bibliografia.

6.1 ANALISIS ELASTICO DEL PULL-OUT TEST

En Figura 6.1.1 se muestra la geometria, coincidente con la propuesta por
RILEM TC 90-FMA, (1991), y malla de elementos finitos correspondiente al
Modelo 1 analizado elasticamente (192 elementos y 226 puntos nodales). Se
utilizé el elemento sélido elastico 2D, de 4 y de 8 nodos con dos grados de
libertad traslacionales por nodo, formulado en el plano YZ.

En Figuras 6.1.2 a y b se observa ademas la variacion considerada en la
geometria del perno y en la distancia de éste a la placa de apoyo, respecto de
dicha geometria en la Figura 6.1.1. Estas modificaciones tienen por objeto
estudiar la influencia de los parametros geométricos, tanto en la distribucion de
tensiones y de deformaciones como en el comportamiento global de falla.

La carga se aplic6 directamente desde el perno al hormigén, lo cual se ha
materializado aplicando la carga en los nodos situados sobre la cabeza del
mismo.

A fin de analizar la influencia de la geometria sobre la distribucién de tensiones
y de deformaciones en los distintos modelos analizados se realiz6 el analisis
bajo carga constante de 120 kN, correspondiente con la carga ultima segun la

ecuacion empirica propuesta por Bode & Roik segun Walther et al. (1991).

Propiedades mecanicas del Hormigdén: Se utilizaron las mismas propiedades
que las propuestas por RILEM TC-90 FMA, (1991), es decir

Eo,= 30 Gpa
v=0.2
=30 MPa
fi=3 MPa
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Figura 6.1.1: Geometria y Malla de Elementos Finitos correspondiente a Modelo 1
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75|_

MODELO 1

e= 150 mm
a= /.5 mm

150.00

125l [~

MODELO 3
e= 150 mm
a= 11.25 mm

75| [

MODELO 2

e= 225 mm
a= 7.5 mm

225.00

128 |-

MODELO 4
e= 225 mm
a= 11.25 mm

Figura 6.1.2.a: Geometria correspondiente a Modelos 1, 2, 3y 4
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75.00 75.00 150.00
1200 _[[]]

165.00

25.25

MODELO 5

e= /5 mm
a= 11.25 mm

Figura 6.1.2 b: Geometria correspondiente a Modelo 5

TESIS DE MAGISTER-MARIA HAYDEE PERALTA
153



CAPITULO 6 ANALISIS NUMERICO

6.1.1 RESULTADOS OBTENIDOS:

En las Tablas VI.1.1, VI.1.2 y VI.1.3 se vuelcan los valores extremos de
tensiones, deformaciones y desplazamientos del punto A indicado en Figura
6.1.1, correspondientes a los modelos en estudio y para la carga de 120 KN.

En las Figuras 6.1.3, 6.1.4 y 6.1.5 se observan las curvas de iguales tensiones
maximas y minimas principales y las curvas de iguales deformaciones maximas
para el Modelo 1 correspondiente a los problemas en estado axialsimétrico,
estado plano de tensiones y plano de deformaciones respectivamente para la
misma carga.

En Figura 6.1.6, a modo de ejemplo, se puede observar la deformada

correspondiente a uno de los modelos analizados.

Tabla VI.1.1: Problemas Axialsimétricos

Modelo ela Tensiones Max. | Tensiones Min.|Desplazamiento | Deformacion
[mm] |Ppales.[kN/mm?] | Ppales.[kN/mm?] | Maximo[mm] Maxima
Modelo 1| 150/7.5 0.0300 -0.0600 0.0170 0.000900
Modelo 2| 225/7.5 0.0046 -0.0053 0.0040 0.000120
Modelo 3| 150/11.25 0.0015 -0.0017 0.0014 0.000047
Modelo 4 | 225/11.25 0.0013 -0.0011 0.0022 0.000038
Modelo 5 | 75/11.25 0.0380 -0.0450 0.0200 0.001200

Se debe notar que al reducir el didametro de la cabeza del perno (Modelo 1
respecto de Modelo 3 y Modelo 2 respecto de Modelo 4) se incrementan

sustancialmente las tensiones maximas y minimas y, por consiguiente, las

deformaciones indicando comportamiento mas ductil.
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Figura 6.1.3 a: Curvas de iguales deformaciones maximas principales
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Figura 6.1.3 b: Curvas de iguales tensiones maximas principales
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Min Principal
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Figura 6.1.3 c: Curvas de iguales tensiones minimas principales

Tabla VI.1.2: Problemas en Tensiones Planas

Modelo ela Tensiones Max. | Tensiones Min. | Desplazamiento | Deformacién
[mm] | Ppales.[kN/mm?] | Ppales.[kN/mm?] | Maximo[mm] Maxima
Modelo 1| 150/7.5 0.0170 -0.0300 0.0116 0.00053
Modelo 2| 225/7.5 0.0160 -0.0210 0.0150 0.00055
Modelo 3 | 150/11.25 0.0154 -0.0190 0.0087 0.00056
Modelo 4 | 225/11.25 0.0146 -0.0127 0.0200 0.00050
Modelo 5| 75/11.25 0.0392 -0.0376 0.0082 0.00128
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Figura 6.1.4 a: Curvas de iguales tensiones minimas principales
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Figura 6.1.4 b: Curvas de iguales tensiones maximas principales
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Figura 6.1.4 c: Curvas de iguales deformaciones maximas principales.

Tabla VI.1.3: Problemas en Deformaciones Planas

Modelo ela Tensiones Max. | Tensiones Min.|Desplazamiento | Deformacion
[mm] |Ppales.[kN/mm?] | Ppales.[kN/mm?] | Maximo[mm] Maxima
Modelo 1| 150/7.5 0.0170 -0.0300 0.0110 0.00053
Modelo 2 | 225/7.5 0.0160 -0.0210 0.0143 0.00051
Modelo 3 | 150/11.25 0.0174 -0.0190 0.0090 0.00055
Modelo 4 | 225/11.25 0.0157 -0.0130 0.0200 0.00044
Modelo 5| 75/11.25 0.0400 -0.0384 0.0080 0.00128

Comparando los resultados en las tablas VI.1.1, VI.1.2 y VI.1.3 se puede

observar que las tensiones de compresion presentan marcada diferencia en los

ensayos axialsimétricos y una diferencia menor en los ensayos de tensiones y

deformaciones planas.

Sin embargo se observa que en el caso de tension

plana la influencia del diametro de la cabeza del perno en la tension maxima

principal es mayor que en el caso de deformacion plana, si bien siempre menor

que en el caso axialsimétrico. Contrariamente, resultan ser, en general,

los
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ensayos de tension y deformacion plana mas deformables que el
axialsimétrico. Esto demuestra la notable influencia de la simetria

circunferencial del material lo que permite el desarrollo de un cono de falla

completo.
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Figura 6.1.5 a: Curvas de iguales tensiones minimas principales
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Figura 6.1.5 b: Curvas de iguales tensiones maximas principales
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Figura 6.1.5 c: Curvas de iguales deformaciones maximas principales

Figura 6.1.6: Deformada correspondiente a Modelo 1
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6.1.2 ANALISIS Y COMPARACION DE RESULTADOS
Distribucién de Tensiones y Deformaciones

v Los estudios con modelos elasticos lineales permiten visualizar claramente
la fuerte heterogeneidad y complejidad de la distribucion de tensiones en el
hormigdn del pull-out test, pasando de zonas de fuerte compresion de
confinamiento a otras de traccion dominante. Esto puede observarse en las
Figuras 6.1.3,6.1.4 y 6.1.5.

v' Los andlisis elasticos permiten extraer conclusiones sobre las diferencias
mas importantes del comportamiento del pull-out test en estados
axialsimétricos; de deformacién plana y de tensién plana segun se observo
en estos estudios.

v El andlisis de las maximas tensiones principales oy permite observar que las
tensiones de traccion tienen su valor maximo en el borde superior de la
cabeza del perno lo cual indica que las fisuras en el hormigén se iniciaran
alli. Las mismas tendran una inclinacién ortogonal a las lineas de igual
tensidon principal de traccidon lo que permite indicar que su trayectoria sera
desde la cabeza del perno hacia el apoyo, tal lo indicado por otros estudios
analizados Walther et al. (1991). Puede observarse, asimismo, que
dependiendo de las relaciones geométricas del modelo en analisis las
tensiones principales maximas pueden llegar a ser de compresion, lo que es
indicativo de que existe por encima de la cabeza del perno un estado de
compresion de fundamental importancia en el comportamiento de
deformacién del sistema. Es decir, en la ductilidad de la respuesta, dado
que el estado de compresion conlleva a una falla mas ductil que la de
traccion dominante.

v' La observacion de las curvas de iguales tensiones principales minimas o>
permite inferir que las tensiones mas altas de compresidén ocurren en la
parte superior de la cabeza del perno, en su borde interno, en total
concordancia con Elfgren et al. (1980) y otros estudios previamente
relevados.

v' En cuanto a las deformaciones, se observa que las maximas ocurren en la

parte superior de la cabeza del perno de acuerdo con todos los estudios de
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(RILEM TC-90 FMA), evidenciandose, en general, que las deformaciones
de los modelos axialsimétricos son menores que las correspondientes a los

modelos en estados planos de tensiones y deformaciones.

Influencia de la geometria

A fin de analizar la influencia de los parametros geométricos se tuvo en cuenta
en la presente investigacién la variacion de los mismos de acuerdo a lo
sefalado en Figura 6.1.2. Por un lado se incrementd el ancho del ala de la
cabeza del perno en un 50%, esto se observa en Modelos 1y 2 respecto de 3 y
4. Por otro lado se analizé la influencia de la variacion de la relacion entre los
parametros e y Iy, representativos de la distancia entre el eje de simetria y el
apoyo por un lado, y de la profundidad embebida del perno por otro, resultando
las siguientes relaciones de e/ld: 1, 1.5y 0.5 para los Modelos 1y 3,2y 4,y 5,

respectivamente.

v' Los analisis elasticos permiten obtener conclusiones relevantes sobre la
influencia de los parametros geométricos en la ductilidad y distribucién de
tensiones del pull-out test.

v' La influencia del tamafo de la cabeza del perno puede analizarse a través
de la comparacion de los resultados de los modelos 3 y 1 y de los modelos
4y 2 en los cuales a igualdad de profundidad del perno (/;) y del diametro
del anillo reactivo (2e) se considerd un incremento del 50 % en el ancho del
ala de la cabeza del perno (a). En todos los casos analizados se observa
que las tensiones y deformaciones aumentan con el decremento del ancho
de la cabeza. Ello es mas notable en los casos de los modelos
axialsimétricos que en los modelos en estados planos de tensiones y
deformaciones como lo demuestran los resultados de las Tablas VI.1.1,
VI.1.2 y VI.1.3 a través de la comparacion de los resultados de los modelos

antes indicados.

v' La influencia de la distancia del eje del perno al anillo reactivo (e) puede
analizarse con los resultados de las Tablas VI.1.1, VI.1.2 y VI.1.3

comparando los resultados correspondientes a los Modelos 2 y 1 por un
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lado y 4 con 3 y 5 por otro, en los que se ha establecido una variacion de
dicho parametro de manera decreciente manteniendo la profundidad del
perno (/y).

La observacién de los resultados obtenidos permite indicar que a igualdad
de ancho de cabeza (a) y profundidad (/4) las tensiones y deformaciones

varian de acuerdo a lo siguiente:

cyeMod2 <oye Mod1
cyeMod4<oyeMod3d < oy e Mod 5

Es decir, reduciendo la distancia del eje del perno a la reaccion del sistema
se incrementan las tensiones y las deformaciones.

La interpretacion de la influencia de este parametro en los valores de
tensiones y deformaciones maximas puede realizarse mas acabadamente
mediante la comparacion del problema del pull-out con el de flexion en
vigas de esbelteces iguales a 2e/ly, segun se analiza en el Apéndice y que

en este caso corresponden a.

Modelos 1y 3 esbeltez: 2e/ly =2
Modelos 2y 4  esbeltez: 2e/ly =3
Modelo 5 esbeltez: 2e/ly =1

Las menores tensiones y deformaciones en los Modelos 2 y 4 respecto de
los modelos 1, 3 y 5 se justifican porque las relaciones geométricas de los
primeros hacen que su comportamiento sea comparable al de vigas
esbeltas. En el caso de los Modelos 1, 3 y mas aun en el 5 el
comportamiento es comparable al de las vigas de gran altura. Es por ello
que luces (2e) menores conducen a mayores tensiones y deformaciones.
Estos modelos presentan mayores tensiones y deformaciones en la cabeza
del perno, observandose ademas que en los apoyos se originan fuertes
concentraciones de tensiones.

v' El andlisis de los resultados obtenidos permite indicar que los modelos
elasticos lineales analizados reproducen adecuadamente el comportamiento
global del problema en estudio. Esto se desprende de la comparacién de las

Figuras representativas de la distribucion de tensiones y de deformaciones
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en el presente trabajo (ver Fig.6.1.6) con las disponibles en la bibliografia,
RILEM TC-90FMA, (1991); Elfgren et al, (1980); Etse (1998).

v' También indican que el sistema en estudio es altamente sensible a la
variacion de los parametros geométricos cuya influencia se analiza.

v Por otro lado, y como es de esperar, los andlisis elasticos impiden obtener
conclusiones acerca del mecanismo de falla y capacidad del pull-out test.

Estas limitaciones de las predicciones de los ensayos elasticos seran

analizadas con ensayos numéricos elastoplasticos en la siguiente seccion.
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6.2 ANALISIS ELASTOPLASTICO DEL PULL-OUT TEST

Se analiza numéricamente el Ensayo de Extraccion en hormigdn 6 pull-out test,
utilizando los modelos de Drucker-Prager y Von Mises considerando
endurecimiento de deformacion isotrépico, flujo asociado y plasticidad perfecta.
En particular se estudiaron dos elementos de relevancia en el Ensayo de
Extraccion. Por un lado, la influencia de la variacion de los parametros
geomeétricos del sistema analizando los modelos acordes con las geometrias
indicadas en la seccion 6.1 a través de las Figuras 6.1.1y 6.1.2 ay b. Ello
indica que la geometria del perno y la distancia del eje del mismo a la placa de
apoyo se varidé de acuerdo a lo realizado en el caso de los modelos elasticos,
con la finalidad de estudiar su influencia en el mecanismo y forma de falla del
sistema.

Por otro lado, se analiza la influencia de la resistencia del hormigén, f;, en el
comportamiento de falla, realizandose un segundo analisis en el que se
modifica la misma de 30 MPa a 23 MPa, mientras que los restantes parametros
materiales y la geometria del sistema fueron mantenidos inalterables respecto
del primer ensayo.

El analisis, en todos los casos, se realiza con control de desplazamientos,
aplicando la accién directamente al hormigbn desde el perno lo cual se ha

materializado de acuerdo a lo indicado en la Figura 6.2.1.

Time: | sers. L/ /
27 {35 |37 |4 |40

=

O
[

57

77

IS %

3y
i
3

Figura 6.2.1: Materializacién de la accién sobre el hormigén
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Las caracteristicas materiales consideradas, para el primer analisis, en cada

uno de los casos fueron las siguientes

v~ MODELO DE VON MISES

La curva de respuesta se representa en Tabla VI.2.1 y Figura 6.2.2, mientras

que los parametros internos del modelo considerados fueron

E=30 GPa
v=0.2
oc=30 MPa (tensién limite plastico 6 tension de comparacion)

cle= 10 MPa (tension limite elastico)

Tabla VI.2.1: Valores o-E de la curva de respuesta o-¢ del modelo de Von Mises

Datos de los segmentos de la curva de respuesta ¢-¢ del modelo de Von Mises
Tensiones Modulo de Elasticidad
[MPa] [Gpa]
1 10 30
2 15 20
3 20 15
4 25 10
5 30 0
()
Gc
Gle .............

Figura 6.2.2: Curva de respuesta del modelo de Von Mises para carga uniaxial
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v MODELO DE DRUCKER-PRAGER

En Figura 6.2.3 se indica la curva de respuesta del modelo para carga uniaxial.

Los parametros internos (elasticos y elastoplasticos) del modelo considerados

fueron
E =30 GPa
v=0.2
f'. =30 MPa
fi=3 MPa

¢ = 8 MPa (cohesion)
¢ = 37° (4ngulo de friccién interna)
oc =c/tg ¢ =10,6 MPa

Figura 6.2.3 Curva de respuesta o-¢ del modelo de Drucker Prager para carga uniaxial

6.2.1 RESULTADOS OBTENIDOS

6.2.1a ANALISIS CON RESISTENCIA DEL HORMIGON, f.’, DE 30 MPa

6.2.1a.1 Carga ultima y desplazamiento maximo

En Tablas VI.2.2, VI.2.3 y VI.2.4 se indican los resultados en términos de carga
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ultima, obtenida como sumatoria de las reacciones nodales correspondientes a

los desplazamientos aplicados. Asimismo, se indica el desplazamiento maximo

sobre la cabeza del perno, correspondiente al punto A de Figura 6.1.1, para

cada uno de los modelos analizados siguiendo los modelos de Von Mises y

Drucker Prager para los estados planos de tensiones, plano de deformaciones

y axialsimétrico.

Tabla VI.2.2: Carga ultima y desplazamiento maximo correspondiente a los problemas

Axialsimétricos

Modelo ela Von Mises Drucker-Prager
[mm] Pu [kN] & [mm] Pu [kN] & [mm]
Modelo 1 150/7.5 20 0.032 108 0.370
Modelo 2 225/7.5 241 0.060 561 0.410
Modelo 3 150/11.25 473 0.055 1380 0.257
Modelo 4 225/11.25 550 0.100 1410 0.310
Modelo 5 75/11.25 12 0.020 80.3 0.200

Tabla VI.2.3: Carga ultima y desplazamiento maximo correspondiente a los problemas

en estado Plano de Tensiones

Modelo e/a Von Mises Drucker-Prager
[mm] Pu [kN/mm] § [mm] Pu [kN/mm] 6 [mm]
Modelo 1 150/7.5 0.240 0.060 0.329 0.218
Modelo 2 225/7.5 0.310 0.030 0.359 0.143
Modelo 3 | 150/11.25 0.250 0.030 0.410 0.168
Modelo 4 | 225/11.25 0.320 0.096 0.450 0.170
Modelo 5 75/11.25 0.173 0.020 0.395 0.300

168
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Tabla VI.2.4: Carga ultima y desplazamiento maximo correspondiente a los problemas

en estado Plano de Deformaciones

Modelo e/a Von Mises Drucker-Prager
[mm] Pu [kN/mm] & [mm] Pu [kN/mm] 6 [mm]
Modelo 1 150/7.5 0.252 0.0315 0.650 0.195
Modelo 2 225/7.5 0.310 0.049 0.689 0.203
Modelo 3 | 150/11.25 0.380 0.027 0.656 0.126
Modelo 4 | 225/11.25 0.429 0.122 0.725 0.320
Modelo 5 75/11.25 0.350 0.180 0.310 0.300

En los resultados precedentes es importante notar que

v' Al aumentar el radio del anillo reactivo (e) se incrementa la carga ultima en
todos los casos. Este incremento es mucho mas significativo en los
problemas axialsimétricos que en los problemas bajo estados planos de

tensiones y de deformaciones.

v" Al aumentar el ancho del ala de la cabeza del perno (a) la carga ultima se
incrementa en todos los casos. Este incremento es mucho mas significativo
en los problemas axialsimétricos que en los problemas bajo estados planos

de tensiones y de deformaciones.
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En Figuras 6.2.4a, 6.2.4b, 6.2.5a y 6.2.5b se presentan las curvas carga-
desplazamiento correspondientes a los modelos de Drucker-Prager y Von

Mises en estado axialsimétrico y plano de tensiones, respectivamente.

DRUCKER PRAGER - AXIALSIMETRICO

1600
1400
1200
1000 -
800
600
400 +
200 -
0

Carga [kN]

0 0.0315 0.063 0.0945 0.126 0.1575 0.189 0.2205 0.252 0.2835 0.315 0.3465 0.378 0.409

Desplazamiento [mm]

;/aﬂson.s — % NOD. 2:e/a=225/75 MOD. 3:e/a=150/11.25 OD. 4:e/a=225/11.25 —%— MOD. !

Figura 6.2.4a: Comportamiento carga-desplazamiento del modelo Drucker-Prager en
estado axialsimétrico

En la Figura 6.2.4a se observa que:

v Al aumentar el radio del anillo reactivo (e) la carga ultima aumenta

considerablemente, en todos los casos analizados. Esto es,

Pu Mod 1 < Pu Mod 2
PuMod4 > PuMod 3 > PuMod 5

v Al aumentar el ancho del ala de la cabeza del perno (a) la carga ultima

aumenta considerablemente, en todos los casos analizados. Esto es,

aMod3 >aMod1 ; PuMod3 > PuMod1
aMod4 >aMod?2 . PuMod4 > PuMod 2
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VON MISES - AXIALSIMETRICO

5 8 5 8 8

Carga [kN]

O T T T T T T T
0 00105 0021 0.0315 0.042 0.0525 0.063 0.0735 0.084 0.045

Desplazamiento [mm)]

!ﬁﬂ)’ls T8 MOD 2622575 NOD. 3/a=150111.25 - NOD. 4:e/a=22511.25 —%— MZD;‘

Figura 6.2.4b: Comportamiento carga-desplazamiento del modelo Von Mises en
estado axialsimétrico

En la Figura 6.2.4b se observa que:

v Al aumentar el radio del anillo reactivo (e) la carga ultima aumenta

considerablemente, en todos los casos analizados. Es decir,

PuMod 1 < PuMod 2
PuMod 4 > PuMod 3 > PuMod 5

v Al aumentar el ancho del ala de la cabeza del perno (a) la carga ultima

aumenta considerablemente, en todos los casos. Es decir,

aMod3 > aMod 1
aMod4 > aMod 2

; PuMod 3 > PuMod 1
: PuMod 4 > PuMod 2
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DRUCKER PRAGER - ESTADO PLANO DE TENSIONES

0.5
0.45
0.4 -

0.35 1 _H//
o /%-'"

o
w
|

Carga [kN/mm]
o
N

0 0.021 0.042 0.063 0.084 0.105 0.126 0.147 0.168 0.189 0.21 0.248 0.279 0.31

Desplazamiento [mm]

[E#MIOD! ie/a=150/7.5 —8—MOD. 2:e/a=225/7.5 MOD. 3-e/a=150/11.25 MOD. 4:e/a=225/11.25 —%—MOD. 5:e/a=75/11:25]

Figura 6.2.5a: Comportamiento carga-desplazamiento del modelo Drucker-Prager en
estado plano de tensiones

En la Figura 6.2.5a se observa que:

v Al aumentar el radio del anillo reactivo (e) aumenta la carga ultima en todos

los casos. Es decir,
Pu Mod 1< Pu Mod 2

Pu Mod 4 > Pu Mod 3 > Pu Mod 5

v Al aumentar el ancho del ala de la cabeza del perno (a) la carga ultima

aumenta en todos los casos. Es decir,

aMod 3 > aMod 1 X PuMod 3 > Pu Mod 1
aMod4 > aMod 2 X PuMod 4 > PuMod 2
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VON MISES - ESTADO PLANO DE TENSIONES

0.35

0.3 A
0.25 1 / /
0.2

0.15

Carga [kN/mm]

0.1 4

0.05 ~

0 T T T T T T T T T
0 0.011 0.021 0.032 0.042 0.053 0.063 0.074 0.084 0.095

Desplazamiento [mm]

[E10D ! Tie/a=150/7.5 — & MOD. 2:¢/a=225/7.5 MOD. 3:6/a=150/11.25 MOD. 4:e/a=225/11.25 —%—MOD. 5iela=15/11:25]

Figura 6.2.5b: Comportamiento carga-desplazamiento del modelo Von Mises en
estado plano de tensiones

En la Figura 6.2.5b se observa que:

v Al aumentar el radio del anillo reactivo (e) aumenta la carga ultima en todos

los casos. Esto es,
Pu Mod 1 < PuMod 2

Pu Mod 4 > PuMod 3 > PuMod5

v Al aumentar el ancho del ala de la cabeza del perno (a) la carga ultima

aumenta ligeramente en todos los casos. Esto es,

aMod3 > aMod 1 : PuMod 3 > PuMod 1
aMod4 > aMod 2 : PuMod4 > PuMod 2
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6.2.1a.2 Resultados graficos representativos

A continuacion se presentan graficamente algunos de los resultados obtenidos

representativos del comportamiento del sistema en estudio.

v COMPORTAMIENTO DE ACUERDO AL MODELO DE VON MISES

Figura 6.2.6: Deformada correspondiente a Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.7: Curvas de distribucion de tensiones minimas principales del Modelo 2 en

estado axialsimétrico.
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Figura 6.2.8: Curvas de distribucion de tensiones maximas principales para la carga

maxima, en el caso del Modelo 2 en estado axialsimétrico.
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{ f s Max Principal
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Figura 6.2.9: Curvas de distribucién de tensiones maximas principales para el primer

paso de desplazamiento, en el caso de Modelo 2 en estado axialsimétrico
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v COMPORTAMIENTO DE ACUERDO AL MODELO DE DRUCKER-
PRAGER

Max Principal

Timey 1 =secs. H 0.0108
— 0.00441
-0.0018
-0.0081

— -0.0144
— -0.020B
— -0.02E8
— -0.0332
L -0.09

/

Figura 6.2.10: Curvas de distribuciéon de tensiones maximas principales del Modelo 1

//

en estado axialsimétrico
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Figura 6.2.11: Curvas de distribucion de tensiones minimas principales del Modelo 1

en estado axialsimétrico
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Figura 6.2.12: Curvas de distribucion de tensiones maximas principales del Modelo 5

en estado plano de tensiones.
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Figura 6.2.13: Curvas de distribucién de tensiones minimas principales del Modelo 5

en estado plano de tensiones.
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Figura 6.2.14: Curvas de distribucién de tensiones minimas principales para el 10 %

de la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.15: Curvas de distribuciéon de tensiones minimas principales para el 50 %

de la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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/

Figura 6.2.16: Curvas de distribucién de tensiones minimas principales

correspondiente a la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.17: Curvas de distribucién de tensiones maximas principales para el 10 %

de la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.18: Curvas de distribuciéon de tensiones maximas principales para el 50 %

de la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.19: Curvas de distribucién de tensiones maximas principales

correspondiente a la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.20: Curvas de distribucién de deformaciones principales para el 10 % de la

carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.21: Curvas de distribucién de deformaciones maximas principales para el

50% de la carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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Figura 6.2.22: Curvas de distribucién de deformaciones maximas principales para la

carga ultima del Modelo 2 en estado plano de tensiones
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6.2.1b ANALISIS COMPARATIVO PARA RESISTENCIAS DEL HORMIGON,
f’=30 MPa y f.’=23 MPa.

Se analiza a continuacion la influencia de la resistencia a compresién uniaxial
del hormigon en la capacidad de carga del Ensayo de Extraccion en hormigon.
Se consideraron los dos modelos materiales utilizados en el presente estudio
en estado plano de tensiones y axialsimétrico y la geometria correspondiente
al modelo 3 del analisis precedente. Se considera una resistencia a compresion
f.=23 MPa correspondiente con una reduccioén del 23 % respecto a la utilizada

en los analisis previos.

6.2.1b.1 RESULTADOS COMPARATIVOS

En las siguientes Figuras 6.2.23, 6.2.24, 6.2.25 y 6.2.26 se indican las curvas

correspondientes al comportamiento carga-desplazamiento para los casos

analizados
DRUCKER PRAGER-ESTADO PLANO DE
TENSIONES
0.5

£

E 0.4

—Zi 0.3

o} 0.2

S 0.1+

0 I I I I I I I I
0 0.021 0.042 0.063 0.084 0.105 0.126 0.147 0.168 0.189
Desplazamiento [mm]
—o— Mod.3-23 MPa —m— Mod.3-30 MPa

Figura 6.2.23: Comportamiento carga-desplazamiento para las dos calidades de

hormigdn analizadas con el modelo Drucker-Prager en estado plano de tensiones.
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VON MISES-ESTADO PLANO DE TENSIONES
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’—0— Mod. 3-23 MPa —m— Mod.3-30 MPa ‘

Figura 6.2.24: Comportamiento carga-desplazamiento para las dos calidades de

hormigdn analizadas con el modelo de Von Mises en estado plano de tensiones.

DRUCKER PRAGER- ESTADO AXIALSIMETRICO
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Figura 6.2.25: Comportamiento carga-desplazamiento para las dos calidades de

hormigén analizadas con el modelo de Drucker-Prager en estado axialsimétrico.
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VON MISES- ESTADO AXIALSIMETRICO

Carga [kN]

0 ;

0 0.0105 0.021 0.0315 0.042 0.0525
Desplazamiento [mm]

| —— Mod. 3-23 MPa —— Mod. 3-30 MPa |

Figura 6.2.26: Comportamiento carga-desplazamiento para las dos calidades de

hormigén analizadas con el modelo de Von Mises en estado axialsimétrico.

De los resultados obtenidos se concluye lo siguiente

v" En todos los casos la reduccién de la resistencia a compresién del hormigén

conlleva a una reduccion de la carga ultima debido a una mayor reduccién
de la rigidez del sistema.

v' El comportamiento de los ensayos correspondientes al modelo de Drucker-

Prager presenta una mayor ductilidad que los correspondientes al modelo
de Von Mises.
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6.2.2 ANALISIS Y COMPARACION DE RESULTADOS

Distribucién de Tensiones y Deformaciones

v Como era de esperar los modelos elastoplasticos permiten evaluar no
solamente la distribucion de tensiones y de deformaciones en el cuerpo del
pull-out test, asi como la influencia de la geometria, sino también el
comportamiento de falla (ductil/fragil) y la capacidad o resistencia del
ensayo.

v La deformada indicada en Figura 6.2.6 permite inferir el mecanismo de falla
del Ensayo de Extraccion, el cual conlleva a la formacién de una superficie
conica limitada por los sectores de localizacion de falla o microfisuras, tanto
cuando se considera el modelo de Von Mises como el modelo de Drucker-
Prager, en un todo de acuerdo con los estudios de otros autores relevados
en el presente trabajo.

v En las Figuras 6.2.7, 6.2.8 y 6.2.9 se observan las distribuciones de
tensiones principales minimas y maximas, de acuerdo al criterio de Von
Mises, que se condicen con las distribuciones obtenidas por Elfgren et al.
(1980), Etse (1998). Asimismo, se visualiza en las Figuras 6.2.8 y 6.2.9 la
evolucion de las tensiones con el incremento de la accion y la aparicion de
tensiones maximas principales de compresion en la cabeza del perno, las
que son responsables de la elevada tension de confinamiento del hormigon
en este sector con el consecuente incremento de la ductilidad global del
sistema. Esto coincide con lo demostrado en el estudio realizado por Sfer et
al. (2000).

v En Figuras 6.2.10 y 6.2.11 correspondientes a la aplicacién del modelo de
Drucker-Prager se observa una fuerte compresion en el hormigdn sobre la
cabeza del perno a través de los valores negativos de las tensiones
maximas y minimas principales en coincidencia con los estudios realizados
por Etse (1998).

v En Figuras 6.2.12 y 6.2.13 se presentan las distribuciones de tensiones
maximas y minimas en el Modelo 5 resultantes de la aplicacion de la
formulacion constitutiva de Drucker-Prager en estado plano de tensiones.

Dichas distribuciones muestran como las tensiones maximas en la cabeza
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del perno se aplanan con respecto a las distribuciones obtenidas en los
modelos 1, 2, 3 y 4. Por otro lado, se observa una fuerte concentracion de
tensiones en correspondencia con los apoyos.

En Figuras 6.2.14, 6.2.15, 6.2.16, 6.2.17, 6.2.18 y 6.2.19 se aprecia la
penetracion en el hormigon hacia el apoyo, del estado tensional con el
incremento de la carga, en términos de tensiones principales minimas y
maximas.

En Figuras 6.2.20, 6.2.21 y 6.2.22 se puede observar la evolucién con el
incremento de la carga de la deformacion y la orientacion siguiendo la
direccion que une la cabeza del perno con el apoyo del anillo.

Los resultados en el presente trabajo indican claramente que el modelo de
Drucker-Prager conlleva a tensiones de compresion, sobre la cabeza del
perno, significativamente mayores a las correspondientes al modelo de Von
Mises. Esto es consecuencia de la dependencia de la resistencia pico en la
presidon hidrostatica que define el criterio de Drucker-Prager, contrariamente
al de Von Mises. Dado el hecho que esta dependencia es caracteristica de
materiales cohesivos-friccionales como el hormigdn, se deduce entonces
que las predicciones del modelo de Drucker-Prager son mas realistas en el

presente caso.

Influencia de la geometria

v

Las diferencias en los resultados expresados en las Tablas VI.2.2, VI.2.3,
VI.2.4 y Figuras 6.24 ay by 6.2.5 ay b, indican la sensibilidad del sistema
a la variaciéon de los parametros geométricos estudiados, de acuerdo con lo
demostrado por los resultados de RILEM TC-90 FMA, (1991)

Los modelos analizados permiten, a través de las distribuciones de
tensiones y de deformaciones analizadas y de la observacion de la
deformada del sistema, predecir el mecanismo de falla del Ensayo de
Extraccion a través de la formacion de una superficie coénica, lo cual indica
que las relaciones geométricas adoptadas son adecuadas a fin de obtener
este tipo de falla.

La influencia del tamafio de la cabeza del perno fue estudiada y su

incidencia puede analizarse con los resultados de las Tablas VI.2.2, VI.2.3,
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VI.2.4 y de las Figuras 6.2.4ay by 6.2.5a y b, a través de la comparacion
de los modelos 3 con 1y 4 con 2, en los que se ha realizado un incremento
del 50% en el ancho del ala de la cabeza de los primeros respecto de los
segundos. Dicho analisis permite establecer que un aumento en el tamafo
de la cabeza del perno produce un aumento sustancial en la carga ultima
del sistema en los modelos axialsimétricos mientras que en los modelos en
estado plano de tensiones y de deformaciones este aumento es mucho
menos  significativo. Paralelamente, los modelos Drucker-Prager
axialsimétricos muestran una fuerte caida de la ductilidad del sistema
debido a una disminucién de la tensién de compresién por encima de la
cabeza del anclaje con el aumento del ancho del ala del mismo (a).

v La influencia de la distancia del eje del perno al anillo reactivo (e) puede
analizarse con los resultados de las Tablas VI.2.2, VI.2.3, VI.2.4 y de las
Figuras 6.24 a y b y 6.25 a y b, comparando los resultados
correspondientes a los Modelos 2 y 1 por un lado y 4 con 3 y 5 por otro, en
los que se ha establecido una variacidon de dicho pardmetro de manera
decreciente manteniendo la profundidad del perno (lg).

La observacion de los resultados obtenidos permite indicar que a igualdad
de ancho de cabeza (a) y profundidad (Iy) la carga ultima varia de acuerdo

a lo siguiente

PuMod 2 > PuMod 1
Pu Mod4 > Pu Mod3 > Pu Mod5

Es decir, reduciendo la distancia del eje del perno a la reaccion del sistema
disminuye la carga ultima del mismo.
La interpretacion de la influencia de este parametro en la carga ultima
puede realizarse mas acabadamente mediante la comparacién del
problema del pull-out test con el de flexidbn en vigas de esbelteces iguales
a 2e/ly, segun se analiza en el Apéndice y que en este caso corresponden
a

Modelos 1y 3 esbeltez: 2e/ly =2

Modelos 2y 4 esbeltez: 2e/l; =3

Modelo 5 esbeltez: 2e/ly =1
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La mayor carga ultima en los Modelos 2 y 4 se justifica porque las
relaciones gedmetricas de los mismos hacen que su comportamiento sea
comparable al de las vigas esbeltas. En el caso de los Modelos 1, 3 y mas
aun en el 5 el comportamiento es comparable al de las vigas de gran altura.
Es por ello que estos modelos presentan una menor carga ultima respecto
de los 2 y 4 debido a que en los apoyos se originan fuertes concentraciones
de tensiones lo que hace que la rotura se produzca por falla del hormigén
en la zona del apoyo. Esto se puede observar en las distribuciones de
tensiones maximas y minimas principales del Modelo 5 indicadas en
Figuras 6.2.12 y 6.2.13. Estos resultados se condicen con los resultados

experimentales obtenidos por Barr et al. (1991)

Carga ultima y Ductilidad del sistema

v

La capacidad de carga de los modelos de Drucker Prager es claramente
mayor que la capacidad de carga de los modelos de Von Mises, tal lo
observado en los resultados de las Tablas VI.2.2, VI.2.3, VI.2.4 y en las
curvas carga-desplazamiento indicadas en Figuras 6.24ayb y6.25ayb.
Esto se debe a la dependencia del primer invariante de tensiones del
criterio de Drucker-Prager.

En las Figuras 6.2.4 ay by 6.2.5ayb se visualiza la ductilidad del sistema
a través de una paulatina caida de rigidez hasta alcanzar la carga ultima.
Esta ductilidad depende del comportamiento de deformacién del hormigdn
ubicado sobre la cabeza del perno y por lo tanto de la calidad del mismo.

El analisis anterior convalida la dependencia directa de la carga ultima con
la resistencia del hormigdn indicada por estudios numéricos realizados por
Etse (1998) y por las férmulas empiricas de Tabla 2.1 derivadas, en
general, de estudios experimentales segun Walther et al, (1991)

De acuerdo a lo observado en Figuras 6.2.23, 6.2.24, 6.2.25 y 6.2.26 la
reduccion de la rigidez del sistema se produce mas tempranamente al
disminuir la calidad del hormigbn lo que conduce a un comportamiento
global del sistema mas ductil.

La disminucién en la capacidad de carga con la disminucién de la

resistencia a compresion del 23 % es aproximadamente del 20 % en los
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modelos planos de tensiones y de aproximadamente el 30 % en los
modelos axialsimétricos.

v La validacion de las férmulas empiricas de Tabla 2.1 a través de ensayos
experimentales realizada por Walther et al. (1991) permitié observar que la
féormula de Bode & Roik es la que mejor se ajusta a los resultados de los
ensayos realizados. La carga ultima de acuerdo a la ecuacion de Bode &

Roik para el caso del Modelo 1 en estudio es

P, =287(L,)°/f
donde: I[d =5.9in =150 mm

fe=4351.14 psi = 30 MPa
Utilizando en la expresiéon de P,, Iy en libras y f, en libras/pulgadas?, se
obtiene Pu= 27130 Ib= 120 kN.
Esto permite concluir que de los modelos analizados, el Modelo 1 con la
modelacion material de Drucker Prager en estado axialsimétrico y en
estado plano de tensiones es el que mas se aproxima a los resultados de la
ecuacion de Bode & Roik ya que en el caso axialsimétrico la carga ultima
obtenida es 108 kN y en estado plano de tensiones es 0.329 kN/mm. En el
caso de estado plano de deformaciones se aleja del valor indicado.

v' Los andlisis realizados con el modelo de Drucker-Prager muestran la gran
ductilidad del sistema a través de su capacidad de deformarse antes de
agotar su capacidad de carga. Esto no se observa en los analisis realizados
utilizando el modelo de Von Mises. Lo indicado es consecuencia de la
dependencia de la resistencia pico de la presion hidrostatica que define el
modelo de Drucker-Prager, propio de los materiales cohesivos-friccionales
como el hormigdn, con lo cual se observa que este modelo permite predecir

el comportamiento del sistema en estudio de manera mas realista.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

7.1 INTRODUCCION

El disefo o verificacion de sistemas estructurales constituidos por pernos con
cabeza anclados en hormigdbn es un problema recurrente en ingenieria
estructural. Pero mas alla de su uso extensivo y generalizado, dichos sistemas
han sido propuestos por diversos organismos internacionales para utilizarlo
como representativo para determinar la resistencia del hormigdn. Por estas
razones es que el comportamiento de pernos de acero anclados en hormigén
ha sido muy estudiado a través de programas de investigacion analiticos,
numéricos y experimentales.

En el presente trabajo, se analiz6 la capacidad predictiva que brindan teorias
constitutivas elasticas lineales y elastoplasticas del mecanismo de respuesta de
sistemas estructurales constituidos por pernos con cabeza anclados en
hormigdn, representativos del Ensayo de Extraccion en hormigdn. En particular,
se analizo la influencia de la geometria, de la resistencia del hormigén y del
estado tensional dominante en el mecanismo y forma de falla de los sistemas
de pernos anclados en hormigon.

De los multiples estudios computacionales llevados a cabo y del analisis de sus
correspondientes resultados, se infieren las conclusiones que se detallan a

continuacion.
7.2 CONCLUSIONES
v Los analisis elasticos del comportamiento de pernos anclados en hormigén,

si bien impiden la evaluacién de la capacidad y resistencia de los mismos,

permiten la optimizacion del modelo computacional en consideracién, en lo
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concerniente a la geometria, discretizacién espacial, condiciones de borde,
acciones, constantes materiales y estrategia numérica.

v' Los andlisis y resultados elasticos conducen a la relevante conclusién que
aun con dicho modelo material simple es factible obtener informacion
precisa de la influencia de los parametros geométricos del Ensayo de
Extraccion en hormigdn. Esta es una contribucion de importancia dada la
proliferacién y accesibilidad de herramientas computacionales con modelos
elasticos.

v' Dado el fuerte confinamiento que se desarrolla en el ensayo de extraccién
de pernos en hormigbn debido al estado tensional reinante (fuerte
compresion triaxial en la cabeza del perno), puede inferirse que el
comportamiento del sistema hasta la rotura es altamente ductil. De esto se
infiere lo pertinente del uso de teorias constitutivas elastoplasticas, dentro
de ciertos limites geométricos establecidos.

v' Considerando que en las zonas donde se ha superado la tension de
traccion admisible del hormigén se ha iniciado la fisuracién, se puede
observar el desarrollo progresivo de la falla a través de la evolucién de las
isolineas de tensiones.

v' La evolucion de las isolineas de deformaciones permite, asimismo, el
seguimiento del desarrollo de la falla.

v El desarrollo de las fisuras, de acuerdo a lo anterior, comienza en el vértice
del hormigdn vecino a la cabeza del perno propagandose en la direccion del
apoyo en total coincidencia con las conclusiones de otros autores.

v’ Las predicciones elasticas y elastoplasticas permitieron visualizar
adecuadamente el mecanismo de falla a través de la formacion de un cono
de extraccion.

v' Las predicciones elastoplasticas permitieron la determinaciéon de la carga
ultima del sistema.

v' De la comparaciéon de los resultados obtenidos con los modelos de Von
Mises y de Drucker-Prager se concluye que la consideracién de teorias
constitutivas con criterios de falla dependientes del primer invariante de
tensiones (presion hidrostatica), como el criterio de Drucker-Prager, es de
fundamental importancia para la prediccion realista del comportamiento del

Ensayo de Extraccion en virtud de la fuerte heterogeneidad de estados
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tensionales que se generan en el mismo con marcada presencia de zonas
altamente comprimidas. Esto conlleva a un comportamiento marcadamente
ductil que de ninguna manera puede predecirse mediante criterios de
resistencia independientes de la presidn de confinamiento como el criterio
de Von Mises.

v Los resultados, en el presente trabajo, permiten indicar que la influencia de
la variacion de los parametros geométricos a y e es de fundamental
importancia en el comportamiento de deformacién o ductilidad del sistema.
Esta influencia es mas notable en los modelos axialsimétricos que en los
modelos en estados planos de tensiones y en estados planos de
deformaciones.

v' El andlisis de la influencia de la geometria permite indicar que es
recomendable, en los sistemas de pernos anclados representativos del
Ensayo de Extraccion en hormigon, la utilizacion de relaciones 2e/ly > 2 a fin
de lograr una adecuada correlacion de la carga ultima del ensayo con la
resistencia del hormigén, en un todo de acuerdo con la recomendacién que
en este sentido da ASTM C 900 (1993).

v' Los analisis realizados permiten indicar que el parametro geométrico a,
correspondiente al ala del perno, influye en la ductilidad del ensayo y en la
carga ultima resultante. De acuerdo a los resultados obtenidos la adopcion
de las siguientes relaciones es adecuada para la determinacion de la

geometria del perno anclado: a= L y D= ﬁ.
20 10

v La influencia de la resistencia a compresion del hormigobn en el
comportamiento de deformacién y en la carga limite es decisiva en todos los
casos analizados.

v La relacién directa que existe entre la calidad del hormigén que constituye el
sistema y la carga ultima permite inferir que el ensayo de extraccién en
hormigdn seria adecuado para realizar el control de calidad de un hormigon
puesto en obra, fundamentalmente para realizar un seguimiento “in situ” de
la evolucion de la resistencia del hormigon de elementos estructurales, tal
como se ha observado para otros END en Di Maio et al. (2000)

v El presente trabajo posibilit6 ahondar en teorias de gran relevancia como es

la teoria del flujo de la plasticidad y las relacionadas con la aplicacion no
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lineal del Método de los Elementos Finitos aplicadas a problemas complejos
de mecanica estructural. Asimismo, permiti6 corroborar la necesidad de
validar los modelos representativos de un problema real, dada la alta
sensibilidad de los mismos a los aspectos geométricos, condiciones de

borde, estado de cargas, modelo material adoptado y estrategia numérica.

7.3 RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS FUTUROS

Se sugieren diversos estudios para investigaciones futuras con el objeto de

validar los modelos analizados. Dichos estudios son los siguientes

a) Analisis del problema a través de otros criterios constitutivos inelasticos.

b) Analisis del problema considerando la influencia de otras relaciones entre la

c)

profundidad del perno (Iy) y el didmetro del mismo (d=D-2a).
Analisis del problema a través de modelos tridimensionales utilizando

teorias constitutivas elasticas e inelasticas.

d) Analisis numérico y experimental de la influencia del efecto tamafio en el

comportamiento no lineal de respuesta del sistema de pernos embebidos en

hormigones.

e) Andlisis de la influencia de la velocidad de la carga de extraccién en el

comportamiento de respuesta del ensayo y en la capacidad y resistencia del
sistema. Esto requerira, desde el punto de vista numérico, la consideracion

de modelos constitutivos viscoplasticos.
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APENDICE

ANALOGIA CON EL PROBLEMA DE FLEXION EN VIGAS

A fin de facilitar el analisis de la influencia de los parametros geométricos en el
mecanismo de falla del problema en estudio se realiza la analogia del mismo con
el problema de flexién en vigas. Para ello se estudiaron vigas de luz (/=2e) igual al
diametro del anillo reactivo y altura igual a la profundidad del perno (Iy) a través del
analisis elastico lineal en estado plano de tensiones. Se sometieron las mismas a
una carga equivalente a la de extraccion del perno en el centro de la luz de 120
kN.

A continuacién se indica la geometria de las vigas analizadas y el modelo con el

cual se puede establecer la analogia

v VIGA 1: I=2e= 600 mm; h=Id=150 mm, no se correlaciona con ningun modelo.
Su analisis permite corroborar la influencia de los parametros geométricos en
estudio.

v VIGA 2: |r2e=450 mm; h=Id=150 mm, se correlaciona con Modelos 2 y 4
analizados.

v VIGA 3: Ir2e=300 mm; h=Id=150 mm, se correlaciona con Modelos 1 y 3
analizados.

v VIGA 4: [F2e=150 mm; h=ld=150 mm, se correlaciona con Modelos 5

analizados.

Las geometrias indicadas conducen a relaciones luz/altura de viga de 4, 3, 2y 1.
Dicha variacion permite el analisis considerando la influencia de la esbeltez en la
distribucion de tensiones principales que como se sabe es de importancia. De

acuerdo a Leonhardt (1973) en las aplicaciones practicas la distribucion de
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tensiones en vigas de esbelteces //ld < 2 varia considerablemente respecto de las
distribuciones en vigas de esbelteces superiores a 2.

En las Figuras A-1 a A-8 se indican las distribuciones de tensiones principales
maximas y minimas para las 4 vigas analizadas, en las cuales puede observarse
como las tensiones de compresion y de traccion disminuyen de viga 1 a viga 2
como es de esperar en vigas flexionadas al disminuir la luz de las mismas. Por
otro lado se observa cdmo se produce incremento en las tensiones maximas y
minimas con la disminucion de luces en vigas 3 y 4. Ello se explica pues estas
vigas tienen esbelteces menores o iguales a 2 lo que hace que trabajen como
vigas de gran altura.

En Figuras A-1 a A-8 se puede observar como las curvas de iguales tensiones de
traccion se van aplanando en la medida que se disminuye la esbeltez, lo que es
indicativo de la verticalizaciéon de la fisura con la disminucién de la misma.
Asimismo se puede observar una solicitacion localizada muy elevada en la zona

de los apoyos tanto de traccibn como de compresion
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Figura A-1: Distribucién de tensiones Minimas Principales en Viga 1 correspondiente a
esbeltez I/ld= 4
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Figura A-2: Distribucién de Tensiones Maximas Principales en Viga 1 correspondiente a
esbeltez I/ld=4
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Figura A-3: Distribucién de Tensiones Minimas Principales en Viga 2 correspondiente a
esbeltez I/ld=3
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Figura A-4: Distribucién de Tensiones Maximas Principales en Viga 2 correspondiente a
esbeltez I/1d=3
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Figura A-5: Distribucién de Tensiones Minimas Principales en Viga 3 correspondiente a
esbeltez I/Id=2

Max Principal

H 0.005171
— 0.00452
=
_'_I_
250
.oa1a4
0mag

S5e-4

P
\

\
N

Ul
\ S S0/ =

‘\\.,_\
i o e e

e [ —

= D

N N N N N YO i WOt O N N i N O i WO .
—
F—_|

o9 =
i AT LA N AN

Dﬁ

Figura A-6: Distribucién de Tensiones Maximas Principales en Viga 3 correspondiente a
esbeltez I/1d=2
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Figura A-7: Distribucién de Tensiones Minimas Principales en Viga 4 correspondiente a
esbeltez I/1d=1
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